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PREFAZIONE

T
Ay

Scopo @i questo libro & di dare uw’esposizione sintetica
der visultati fondamentali della teoria dei temsovi e di illu-
strare le possibilita della tecnica tensoriale nelle applicazions
alla geowmetria differenziale, alla elasticita, alla relativita.
Nei primi cinque capitoli sono sviluppati, senza dare ecces-
stvo peso al rigore, © concetti matematici di base. I tre vestants
capitols sono indipendenti U'uno dall’altro, eccezion falta per
1 paragrafi 38 ¢ 39 del capitolo VI, che tratta della geometria
differenziale euclidea a tre dimensioni, v quali sono necessari
per comprendere appropriatamente il capitolo VII, che tratta
della teoria dei tensori cartesiani e della elasticita. Infine il
capitolo VIII ¢é dedicato alla teoria della relativitd, sia vi-
stretta, sia gemerale. Per il limitato spazio a disposizione é
stato impossibile dare una giustificazione ai principt fisici
che sono alla base di ambedue queste teorie. Ma per venive
in atuto a ques lettori che non hanno familiarita con la rela-
tivitd sono stati tncorporati mel testo alcuni argomenti espli-
cativi.

Molto di questo trattato é dovuto agli autori presentati
nella bibliografia, specialmente a McConnell, Synge e Schild.
In particolare i miei ringmziamenti vanno al Dr. D. E.
Rutherford per i suoi mumerost suggerimenti e per le utili
0Sservaziont sia in fase di manoscritto sia in fase di bozze.
Infine desidero ringraziave mia moglie per il suo aiuto nella
revisione delle bozze.

B. S.
Trinity College, Dublino, Luglio 1952



VIII PREFAZIONE

PREFAZIONE ALLA TERZA EDIZIONE

In questa edizione sono stati corretti vari errort. Inoltre
desidero ringraziare Mr. L. Loviich per una chiara dimo-
strazione (inserita a pag. 60) del fatto che il tensore di cur-
vatura & nullo in uno spazio piatto.

B. S.



Caritoro 1

ALGEBRA TENSORIALE

1. Introduzione. Il concetto di tensore ha avuto la
sua origine negli sviluppi della geometria differenziale da
parte di Gauss, Riemann e Christoffel. La nascita del cal-
colo tensoriale, altrimenti noto col nome di calcolo diffe-
renziale assoluto, come un ramo sistematico della matema-
tica & dovuta a Ricci-Curbastro ed al suo allievo Levi-
Civita. In collaborazione essi hanno pubblicato la prima
memoria su questo soggetto: Methodes de calcul differential
absolu et leurs applications (Mathematische Annalen, vol.
54, 1901).

La ricerca di relazioni invarianti, quando si passa da
un sistema di coordinate ad un altro, & lo scopo principale
del calcolo tensoriale. Le leggi della fisica non possono di-
pendere dalla forma del riferimento che i fisici scelgono per
scopi di descrizione. Percid utilizzare il calcolo tensoriale
come mezzo matematico per formulare le leggi della fisica
¢ desiderabile da un punto di vista estetico, e spesso anche
molto conveniente. In particolare Einstein lo trovo un mezzo
eccellente per la presentazione della sua teoria della rela-
tivitd generale. Il calcolo tensoriale ne venne in grande
evidenza ed ora risulta di grandissimo valore nelle sue
applicazioni alla maggior parte dei rami della fisica teorica;
¢ anche indispensabile nella geometria differenziale del-
Viperspazio.

Qui si ammette che il lettore abbia una conoscenza
elementare dei determinanti e delle matrici, ma dal mo-
mento che potrebbe non avere familiarita con il calcolo

1
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variazionale, il problema del minimo nella teoria delle
geodetiche ¢ trattato fin dai primi principi.

2. Spazio a N dimensioni. Consideriamo un insieme
ordinato di N variabili reali a, a2 ..., w .., aN
queste variabili possono essere definite le coordinate di
un punto. (Gl indici 1,2,... i7,...N, che diremo «so-
prascritti », servono semplicemente da etichette e non hanno
alcun significato di esponenti. In seguito introdurremo
delle quantita del tipo a; e di nuovo I'indice %, che diremo
« sottoscritto », funzionera solo da etichetta.

L’insieme dei punti corrispondenti a n-ple di wvalori
delle coordinate si dicono formare uno spazio N-dimen-
sionale, che indicheremo con V ~. Alcune o tutte le coordi-
nate possono essere limitate in modo da assicurare una
corrispondenza biunivoca tra punti di Vi edn-ple di valori
delle coordinate stesse.

Una curva in Vy & definita come l'insieme dei punti
che soddisfano a N equazioni:

xi;xi(u) ($=1,2,N),

dove # & un parametro e xf(x) sono N funzioni di # che
obbediscono a certe condizioni di continuita. In generale
sara sufficiente che le derivate esistano fino ad un deter-
minato ordine.

Un sottospazio Vs di Vi & definito per M < N come
I'insieme dei punti che soddisfano le N equazioni

xf o= xt(ud, 02, .. ouM) (G=12,... N),
in cui compaiono M parametri %', w2, ... uM. Le
%t (ut, w2, . . . uM) sono N funzioni delle #!, %2, ...uM che

soddisfano a certe condizioni di continuitd. Inoltre si sup-
pone che la matrice M X N, formata dalle derivate par-
ziali dxt/oud, sia di rango M. Quando M = N —1, il sot-
tospazio lo si chiama ipersuperficie.
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3. Trasformazioni di coordinate. Consideriamo uno
spazio Vn con il sistema di coordinate %, x2,...aN. Le
N equazioni

=il a2 ...4N) (i=1,2,...N), (3.1

dove le ¢* sono funzioni ad un sol valore, continue e deriva-
bili, delle coordinate, definiscono un nuovo sistema di coor-
dinate x1,x2,...%N. Si dice che le equazioni (3.1) defini-
scono una trasformazione di coordinate. E essenziale
che le N funzioni ¢f siano indipendenti: una condizione
a cid necessaria e sufficiente & che il determinante jacobiano
formato dalle derivate parziali dx/0x/ non sia nullo; sotto
questa condizione possiamo risolvere le equazioni (3.1) ri-
spetto alle x¢ come funzioni delle x¢ ed ottenere

W= YiE, L 7)) ((=1,2...N).

4. Convenzioni relative agli indici ed alle som-
matorie. Introdurremo ora le seguenti due convenzioni:
1) Gli indici latini, usati sia come soprascritti sia
come sottoscritti, prenderanno sempre tutti i valori da 1
ad N salvo contrario esplicito avviso.

Le (3.1) si scrivono allora, brevemente, x¢ = ¢*(x2, 42, . ..
xN), dato che la convenzione c’informa che ci sono N
equazioni.

2) Se in un termine & ripetuto un indice latino, allora
si intende che si esegue una sommatoria rispetto a quell’in-

dice nel campo 1,2,...N. Ne consegue che l'espressione
N
X a;xt possiamo scriverla semplicemente a;xt.
i=1
Ora la differenziazione delle (3.1) da

N (3 N P
vt = 3% %j?—;dx'z = ;’;‘r i (=1,2,...N),
r=1 r=1

che, con l'uso delle convenzioni precedenti, si semplifica in

— oxt
axt = b—fc’“ dxr. 4.1)
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L’indice ripetuto 7 si dice saturato, 0 muto, e pud essere
sostituito da ogni altro indice latino, eccetto che da 1.
Cioé le equazioni (4.1) possono essere scritte in modo equi-
_ oxt _
valente dxt = oy dxm, oppure anche, volendo, dx! =
ot " . . .
= dei' Inoltre, a evitare confusione, lo stesso in-
X
dice non deve essere usato piu di due volte in un termine.

N
Per esempio (X asx¢)? non si scriverd agxfa;xé, ma piuttosto
i=1
araxixd. Sard sempre chiaro dal contesto se a2 significa x
idj

con 2 soprascritto oppure x al quadrato; ad ogni modo
usualmente le potenze saranno indicate con I'uso di paren-
tesi; cosi (¥N)? significa il quadrato di #V. La ragione del-
Juso di indici soprascritti o sottoscritti sara indicata in
seguito.
Introduciamo ora la funzione delta di Kronecker defi-
nita da
8;“ =1 se i=k
4.2)
8 — se |k

Una proprieta ovvia della delta di Kronecker ¢ che S;CAI =
— Ak, poiché nella parte sinistra di questa equazione il
solo termine che sopravvive & quello per cui § = k. Inoltre
dxk [dxd = 8;‘, poiché le coordinate x* sono indipendenti.

Esercizio. Dimostrare che

i i ok dxt k
B8, = 8% B =N i oy = -

5. Vettori controvarianti. N funzioni 4¢ delle N
coordinate xf si dicono costituire le componenti di un
vettore controvariante se esse si trasformano secondo le
equazioni

di= (5.1)
oxt )
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per un cambiamento delle coordinate x¢ mnelle xi. Questo
significa che le N funzioni possono essere scelte come le
componenti di un vettore controvariante nel sistema di
coordinate #f, e le equazioni (5.1} definiscono le N compo-
nenti nel nuovo sistema di coordinate % Moltiplicando
le (5.1) per dx*/dx% e sommando rispetto all'indice #, da
1 a N, otteniamo

oxk — oxk  dxt . Oxk r
O qi= P = 41 8R4 —4r,

Percid la soluzione delle equazioni (5.1) ¢

14‘7 = ’*bff Xi (5.2)

Se esaminiamo le equazioni (4.1} vediamo che i diffe-
renziali dx¢ formano le componenti di un vettore controva-
riante, le cui componenti in un altro sistema x; sono i dif-
ferenziali dxf. Segue immediatamente che dxt/du & un vet-
tore controvariante chiamato vettore tangente alla curva
xt = xt(u).

Consideriamo ora un ulteriore cambio di coordinate
¥t = gi(x}, %%, ...xN). Le nuove componenti A’Y sono
date da
Al — o Al = ot ox'd
ox! oxi  oxk dxk
Questa equazione ha la stessa forma della (5.1), il che di-
mostra che le trasformazioni di vettori controvarianti for-
mano un gruppo.

Ad eccezione delle coordinate stesse xf, un simbolo
soprascritto indichera sempre un vettore controvariante,
a meno che non sia stato esplicitamente stabilito il con-
trario. Le coordinate x¢ si comportano come le componenti
di_un veftore controvariante solo rispetto alle trasforma-
zioni lineari del tipo % = aja?, dove le aj costituiscono un
insieme di N2 costanti, le quali non necessariamente sono le
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componenti di un ente del tipo che introdurremo al para-
grafo 8 e che chiameremo tensore. In questo caso a; =
— d%i/ox/ e la trasformazione pud essere riscritta nella

_, . .
forma xt = v #J.. Rispetto ad una generica trasforma-
¥

zione di coordinate, lé x¢ non formano le componenti di
un vettore controvariante. Questo significa, in particolare,
che se noi scegliamo A? = x¢, allora le nuove componenti
At rispetto al sistema di coordinate x? non soddisfano le

equazioni 4% = xt.

Esercizio. S ttore h g Py

sercizio. Se un vettore ha componenti -5, ~g5 10

coordinate cartesiane ortogonali, dimostrare che in coordinate
polari esse sono

& (d@)z. @0 2

’ 4

dr db
ar "\ar 12 '

dar dt at

6. Vettori covarianti. Si dice che un insieme di N fun-
zioni A; delle N coordinate x¢ formano le componenti di un
vettore covariante se si trasformano secondo l'equazione

oxJ

A=

Ay (6.1)

per un cambiamento delle coordinate %t in ¥¢. Le N funzioni
possono essere scelte come le componenti di un vettore
covariante nel sistema di coordinate x?, e le equazioni
(6.1) definiscono le N componenti pel nuovo sistema di
coordinate %. Moltiplicando le (6.1) per dx¢/dx* e sommando

rispetto all'indice 7 da 1 a N, otteniamo
oxt oxt o« oxd
_éxT i = 76? .87_67 j == Sx'kj Aj == Ak. (6.2)

.., Of of o . .
Poiché o T od a0 Se8Ue immediatamente da

(6.1) che le quantitd df/dx¢ sono le componenti di un vettore
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covariante, le cui componenti in ogni altro sistema sono
le corrispondenti derivate parziali df/0x’. Un tale vettore
covariante si chiama gradiente di f.

Un indice sottoscritto denotera sempre un vettore cova-
riante a meno che non si stabilisca esplicitamente il con-
trario. In conformitd con questa convenzione riguarderemo
l'indice ¢ nel vettore covariante df/dxf come un indice sot-

toscritto.
Mostriamo ora che non ¢’ distinzione tra vettori cova-

rianti e controvarianti quando ci si limiti a trasformazioni
del tipo. )
X = apx™ + b, (6.3)

dove bé sono N costanti che non formano necessariamente
le componenti di un vettore controvariante e Ay, SONO
costanti (non formanti necessariamente un tensore) tali che

. ,
Aplly = O

Se ora moltiplichiamo le equazioni (6.3) per al e sommiamo
rispetto all'indice 7 da 1 a N, otteniamo

[ s i
X = axt — aybt.

Cosi:
ot od
ox  oxt »
il che dimostra che le equazioni (5.1) e (6.1) definiscono lo
stesso tipo di ente.

Esercizio. Provare che le trasformazioni di vettori cova-
rianti formano un gruppo.

7. Invarianti. Una funzione I delle N coordinate ?
¢ detta un invariante o uno scalare rispetto alle trasfor-
mazioni di coordinate se I = I, dove I & il valore di [
nel nuovo sistema di coordinate xt.
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Per esempio, con le componenti A¢ e B; di un vettore
controvariante e, rispettivamente, di un vettore covariante
possiamo formare la somma AiB;. Quando si passa alle
nuove coordinate x{, questa somma si trasforma in 4iB;.
Ora

ASB; = —— A - Bk — 8fAIBy = A*By,

cioe )
AiB; = AiB;.

Cosi AiB; ¢ un invariante.
Un altro invariante ¢ la quantita.

=814 84 ..... + 8N =N

8. Tensori del secondo ordine. Formiamo le N?Z
quantitd A% = BiCJ, dove Bt e C/ sono le componenti di
due vettori controvarianti. Segue da (5.1) che le 4% si
trasformano secondo le

] 7 oxl
i — % %xﬁ AR, (8.1)

Pilt generalmente, se abbiamo N2 funzioni A# la cui
legge di trasformazione & del tipo (8.1), allora chiamiamo
le A% componenti di un tensore controvariante del se-
condo ordine. Questo tensore non necessariamente & il
prodotto delle componenti di due vettori controvarianti.
Un insieme di N? funzioni pud sempre essere scelto in modo
che le funzioni stesse siano le componenti di un tensore
controvariante del secondo ordine, ed allora le (8.1) ne
definiscono le componenti in ogni altro sistema di coordi-
nate xt.

Analogamente, se abbiamo N? funzioni A4q; la cui legge
di trasformazione &

oxk bxl

A'” Y

, Aus (8.2)
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chiamiamo le A;; componenti di un tensore covariante
del secondo ordine.
Inoltre, se abbiamo N2 funzioni A} la cui legge di tra-
sformazione &
o oxt  oxl

WA M k
4 = oy o Al (8.3)

chiamiamo le A; componenti di un tensore misto del
secondo ordine.

Notare che gli indici sono sui tensori come soprascritti
quando indicano controvarianza e come sottoscritti quando
denotano covarianza. In particolare, il tensore misto A,—
si trasforma come un vettore controvariante rispetto al-
I’indice 7 e come un vettore covariante rispetto all'indice j.
Conseguentemente 7 & messo come indice soprascritto men-
tre { & messo come sottoscritto.

Se, in particolare, scegliamo come A¥  la 8, di Krone-
cker, dalla (8.3) abbiamo

oxt oxl g oxt  dxk dxt

At= 2 sk T T T =8
37 oxk ol 5 vk dxi oxt %

cioé la delta di Kronecker & un tensore misto del secondo
ordine le cui componenti in ogni altro sistema formano
ancora la delta di Kronecker. Questo giustifica il porre
uno degli indici come sottoscritto e l'altro come sopra-
scritto. Viceversa, se scegliamo le N? quantitd &;; = 8,—
come le componenti di un tensore covariante in un sistema
di coordinate x¢, le componenti in un nuovo sistema x*
uk  oxk

ox oW’
sformate 8;; non formano la delta di Kronecker.

sono date da 8 = - cioé le componenti tra-

Esercizio. Provare che AyBiC/ & un invariante se B e Cf
sono vettori controvarianti e A un tensore covariante.



10 B. SPAIN

9. Tensori di ordinme piu elevato. Ns*? funzioni
A;‘I;Z “P delle N coordinate x? si dicono essere le compo-
nenti di un tensore misto dell’(s + p)-esimo ordine,
controvariante dell’s-esimo ordine e covariante del p-esimo

ordine, se si trasformano secondo Y'equazione

A”1“> g Oxut oxus ,bqu bxqp tits. . ts
1T, rP dxtr 7T dxts dxrt T DXy 0,9:...9p°
9.1)

quando si cambino le coordinate x? nelle x%. Questa formula,
sebbene piuttosto robusta in apparenza, ¢ solamente una
combinazione della (5.1) applicata agli indici controva-
rianti e della (6.1) applicata agli indici covarianti.

L’ordine degli indici in un tensore & importante. Il

3\

tensore A% non & necessariamente lo stesso che il tensore
A7, (Nel linguaggio matriciale A7 & la trasposta di A%).
Se due indici controvarianti o due indici covarianti possono
essere intercambiati senza alterare il tensore, si dice che
questo & simmetrico rispetto ai due indici. Proviamo ora
che se un tensore & simmetrico rispetto a due indici in un
certo sistema di coordinate, rimane simmetrico rispetto a
questi due indici in ogni altro sistema di coordinate. Non
si perde in generalitd provando questo per il tensore contro-
variante A% = AJi. Applicando la (8.1) abbiamo, per
Pappunto:

: oxt  ow owd

i — DO gk 2 Ik — A

AT= o o T bxk A ar 8-2)

Non possiamo definire usualmente una simmetria rispetto
a due indici, di cui uno denota la controvarianza e ’altro
la covarianza, perché questa simmetria pud non essere
conservata dopo una trasformazione di coordinate. La delta
di Kronecker, comunque, ¢ un tensore misto che possiede
la simmetria rispetto ai suoi due indici.
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Quando #uitz gli indici di un tensore, sia controvariante
che covariante, possono essere scambiati senza alterare il
tensore, questo & dctto, senz’altro, simmetrico. Un tensore
simmetrico del secondo ordine ha al massimo N(N 4 1)/2
componenti distinte.

Un tensore, del quale ciascuna componente varia in
segno ma non in grandezza quando due indici controva-
rianti o due indici covarianti sono scambiati, si dice essere
emisimmetrico rispetto a questi due indici. Si puo di-
mostrare, con equazioni simili alla (9.2), che la proprieta
di emisimmetria & anche indipendente dalla scelta del si-
stema di coordinate. La emisimmetria come la simmetria,
non pud essere definita rispetto a due indici di cui uno
denoti controvarianza e l'altro covarianza.

Se tutti gli indici di un tensore controvariante o di un
tensore covariante possono essere scambiati cosi che il
tensore cambi di segno ad ogni scambio di una coppia di
indici, il tensore & detto senz’altro emisimmetrico. Un ten-
sore emisimmetrico A% del secondo ordine ha al massimo
N(N —1)/2 componenti distinte in valore, poiché tutte le
quantitd A% (senza somma) sono nulle. In altre parole le
varie componenti di un tensore emisimmetrico di ordine
N sono o nulle o a coppie differenti solamente in segno;
cosi per un tale tensore c’¢, essenzialmente, soltanto una
componente che dev’essere non nulla.

La deduzione pit importante che si pud trarre dalla
(9.1) & questa: se tutte le componenti di un tensore in un
sistema di coordinate sono nulle in un punto, esse sono
tutte nulle in questo punto, in ogni sistema di coordinate.
Inoltre se le componenti sono identicamente nulle in un
sistema di coordinate, esse sono ancora identicamente
nulle in ogni sistema di coordinate. E questa proprieta che
costituisce I'importanza dei tensori nelle applicazioni della
fisica.

Quando un tensore & definito in tutti i punti di una
curva o addirittura in tutto lo spazio V', diciamo che esso
costituisce un campo tensoriale.
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Esercizio 1. Se Ay € un tensore emisimmetrico, provare che
(8i8F + i8f) A = 0.

Esercizio 2. Provare che le trasformazioni di tensori for-
mano un gruppo.

10. Addizione, sottrazione e moltiplicazione di
tensori. Chiaramente non possiamo aspettarci di dare un
significato tensoriale all’espressione A% - Bf, perché essa
non pud soddisfare alla legge di trasformazione (9.1). Segue
comunque da questa equazione che ogni combinazione li-
neare di tensori di un certo tipo, i cui coefficienti siano
invarianti, ¢ un tensore dello stesso tipo. Per esempio, dai
due tensori Ay e B;k, possiamo formare il tensore RA;,C +
+ uBj; che soddisfa la (9.1) purché A e p siano invarianti.
In particolare A}k -+ B}k e A;k — Bjk sono detti rispetti-
vamente somma e differenza dei due tensori. Come altro
esempio possiamo scrivere

1 1
Ay = o (Ais + Ap) + 5 (Aig— Ap).

Ora A;; + Ay & simmetrico e Agg— Ay & emisimmetrico.
Cosl ogni tensore covariante del secondo ordine & la somma
di un tensore simmetrico e di uno emisimmetrico. Natu-
ralmente questo & vero anche per un tensore controvariante
del secondo ordine.

Scegliamo due tensori, uno controvariante di ordine s
e covariante di ordine p, l'altro controvariante di ordine
t e covariante di ordine ¢. Segue allora da (9.1) che i prodotti
delle componenti formano un tensore misto controvariante
di ordine s + ¢ e covariante di ordine p + ¢. Questo ten-
sore & detto prodotto esterno dei due tensori. Per esempio
AL = B;Z'Cf,,m ¢ il prodotto esterno dei due tensori
B;cj eC i,m, ed & un tensore del tipo indicato dai suoi indici.

La divisione, nel senso solito, di un tensore per un
altro non é definita.
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11. Contrazione. Partiamo da un tensore misto, cioé
a dire A%, e formiamo la somma A}, Dalla (9.1) abbiamo

It oxs Oxt oxt dxm Ox% 4
P T oxi ond oxP oAt omr
s oxs oxr oxt _b_xi" oxr 4
P T ot oxd 0xP oxt oRT "
oxs dxt Ooam n 44
= - —— 8 Aima

doxs oxt oxm 4,

oxi OxXP owd | ImmC

Cosi osserviamo che A9, & un tensore misto controva-
riante del primo ordine e covariante del secondo ordine.
Questo processo, detto contrazione, ci permette di otte-
nere un tensore di ordine (r-— 2) da un tensore misto di
ordine 7. Nell’esempio precedente potremmo contrarre an-
cora di un grado ed arrivare al vettore covariante A%.
Quando si contrae, ogni indice soprascritto pud essere
indice di somma con ogni sottoscritto. Cosi, per es., da
Af’,',m si possono formare per contrazione i seguenti diffe-
renti tensori: Al Al Afwn, Afmi, Al Afna, Al
Agi, AZ,,;, Afz,,i, Ag,,, A%n Se il tensore Aff,m possiede
delle proprietid di simmetria, ci saranno meno tensori for-
mabili da questo per contrazione. Come altro esempio si
pud considerare l'invariante A% formato per contrazione
dal tensore misto A;, cid, tra P'altro, giustifica 'aver chia-
mato invariante un tensore di ordine zero.

Possiamo anche combinare moltiplicazioni e contra-
zioni per produrre nuovi tensori. Dai tensori A'Z e Bhn
possiamo ottenere tensori come A}ZB’,C,,M, A;’Bé,,,, Ang,m-
e molti altd. Questo processo ¢ detto moltiplicazione
interna di due tensori ed il tensore risultante ¢ detto
prodotto interno dei due tensori.
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Si noti bene che non contraiamo mai due indici dello
stesso tipo, dato che la somma che ne risulta non € neces-
sariamente un tensore. E anche chiaro che con le nostre
notazioni, la convenzione relativa alla somma si applica
generalmente a due indici dei quali uno sia soprascritto
e l'altro sottoscritto.

12. Legge del quoziente. Qualche volta & necessario
accertare se un insieme di funzioni formano le componenti
di un tensore. 11 metodo diretto richiederebbe di accertare
se esse soddisfano o no ad una trasformazione tensoriale
del tipo (9. 1) ma ci6 in pratica risulta fastidioso e un
controllo pitt semplice pud essere fornito dalla cosiddetta
legge del quoziente. La legge del quoziente stabilisce
che N7 funzioni di xf formano le componenti di un tensore
di ordine p, (il cui carattere di covarianza o di controva-
rianza pud essere determinato prontamente), quando si
possa accertare che il prodotto interno di queste funzioni
con un tensore arbitrario & a sua volta un tensore. Sara
sufficiente fare la prova per il seguente caso particolare.
L’insieme di N3 funzioni A%* formano le componenti di
un tensore del tipo indicato dai suoi indici se

AURBY — Cok,

purché BY sia un tensore arbitrario ¢ CP*¥ un tensore. Le

quantita trasformate, riferite a un sistema di coordinate
x¢, soddisfano le equazioni

Ak By = Cok,

che, con una applicazione della (9.1), divengono

oxP dam bx” oxP dxk
Azjk : B = ..  Cer =
dxl  dxt ox? dx" ¢
_wr ok, BY,

0xd 0x"
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Con un cambiamento di indici saturati abbiamo

¥ D — m n vk
bb);f [Aijlc ox™ OX iy ¥ ] BlL, —0.

oxt  owd ox"

Moltiplicando questa equazione per 0x%/0xP e sommando
rispetto a pda 1 a N (in seguito parleremo semplicemente
di «moltiplicazione interna per 0x%/dx? ») otteniamo

dx™  dxn oxk
x X — Amnr * } B, =0. (12.1)

Ak~ ol
oxt  dxf ox"

Poiché Bj,, & un tensore arbitrario, possiamo sceglierlo in

modo che solo una delle sue componenti differisca da zero.

Ora ciascuna componente di Bj,, pud essere scelta a turno ‘

come quella che non si annulla. Questo mostra che la espres-
sione in parentesi € identicamente nulla. Cioé

—  dxm  QJxn oxk
Atk ——— = gmar | 12.2
oxt ol ox” ( )
La moltiplicazione interna di questa equazione per gyzs Q_{
P 4 4 P 0x™ Jx”

conduce alla
oxs Oxt oxk
ox™  Ox®  Qx'

Aistk — - Amnr,

Cosi Amnr & un tensore del terzo ordine, controvariante
rispetto a tutti i suoi indici. Nella dimostrazione prece-
dente & importante che il tensore B!, sia arbitrario e non
possieda alcuna simmetria o emisimmetria. Esaminiamo
che cosa accade se Bly, & simmetrico in # e n. Non & pitl

possibile dedurre la (12.2) dalla (12.1). La deduzione cor-
retta & ora la seguente:

— oxm  ox - ox” oxm™
Ak T gk T =
oxt oxd T4 oxt dx!

oxk oxk

— Amnr " _ Armr
ox’ - ox”
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Cambiando due indici saturati, questa diviene

— . oxm JxP oxk
iik fiky T T — mnr nmr

oxs  dxt
ox™  ox®
Amnr | Anmr & un tensore controvariante del terzo ordine.
Se sappiamo inoltre che Amnr & simmetrico in m ed n,
segue immediatamente che A™#r & un tensore simmetrico
rispetto agli indici m ed #. Osserviamo, quindi, che la
legge del quoziente deve essere applicata con attenzione.

mostra che

La moltiplicazione interna per

Esercizio 1. Se A% e Bt sono vettori controvarianti arbi-
trari e CyAiBf & un invariante, dimostrare che Cy; ¢ un ten-
sore covariante del secondo ordine.

Esercizio 2. Se At & un vettore arbitrario controvariante
e CyAiAl & un invariante, dimostrare che Ci + Cs & un ten-
sore covariante del secondo ordine.

13. Tensori simmetrici coniugati del secondo or-
dine. Consideriamo un tensore simmetrico covariante del
secondo ordine Ay, il cui determinante | 445 | 5~0. Indi-
chiamo con B V'espressione formata dividendo il cofattore
dell’elemento A;; nel determinante | 445 | per il valore dello
stesso determinante | A;;|. Dimostriamo che le B# cosi
ottenute sono le componenti di un tensore controvariante
del secondo ordine (dando cid per scontato, B¥ & indicato
senz’altro come un tensore controvariante). Dalla teoria
dei determinanti abbiamo che

AyBiv = 8F . (13.1)

Non possiamo stabilire il carattere tensoriale di Bi¥ appli-
cando la legge del quoziente direttamente a questa equa-
zione, poiché A;; non & arbitrario. Scegliamo un vettore
controvariante arbitrario Ct. Allora D; = A¢C? ¢ un vet-
tore covariante arbitrario, perché queste N equazioni pos-
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sono essere risolte univocamente rispetto alle C? in funzione
delle D; sotto lipotesi | Ags | #=0. Di conseguenza

D;Bik — Ay;CIBik = §FCI = C¥,

Se ora applichiamo la legge del quoziente all’equazione
DBtk = C¥, vediamo che Bi¥ ¢ appunto un tensore contro-
variante del secondo ordine. Inoltre & chiaro dalla defini-
zione che B¥, come 4;;, & simmetrico.

Tenteremo ora di ottenere con lo stesso procedimento
un altro tensore da B?¥. Indichiamo con Ejj; il cofattore
di B# nel determinante | By; | diviso per lo stesso | By |.
Dalla teoria dei determinanti si ha | 4s5|-| Biyj| = 1 e con-
seguentemente | By;| =0, il che significa che Ej; esiste
sempre. Inoltre abbiamo

EyBik = §}.

La moltiplicazione interna per A da, applicando la (13.1),

E” = Ajl = Alj.

Cost questo procedimento non fa che riportare al tensore
covariante originale del secondo ordine. Diciamo che Ay
e B gono tensori coniugati se soddisfano le equazioni
(13.1). E importante notare che un tensore del secondo
ordine ha un coniugato solo se il suo determinante non &
nullo.

Esercizio. Se Ag = 0 per i=& 4, dimostrare che per il ten-
sore coniugato si ha B¥ = 0 per i==j, e B¥ = 1/4y (senza
somma).
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14. Tensore fondamentale. A questo punto intro-
duciamo il concetto di distanza nel nostro spazio V. Se
la distanza ds tra punti vicini con coordinate x¢ e xt 4 dx?
¢ data dalla forma quadratica differenziale

ds? = gyydxtdxd, (14.1)

dove le g;; sono funzioni di ¢, soggette solo alla restrizione
g = |gy| =0, lo spazio viene definito uno spazio di
Riemann. In piu postuliano che la distanza tra due punti
vicini sia indipendente dal sistema di coordinate. Cioé ds
é un invariante. Dalla legge del quoziente, segue che gi; + g
¢ un tensore covariante del secondo ordine. Possiamo scri-
vere

1 1
81 =", (gis + g5) + 9 (g1 — gn)-

Il contributo di é‘ (gij — ggi) dxtdx! a ds® & zero, percid

non si perde in generalitd assumendo che g;; & simmetrico.
Cosi g;; & un tensore simmetrico covariante del secondo
ordine detto tensore fondamentale dello spazio di Rie-
mann. La forma quadratica gydxida? ¢ detta metrica, ed
& anche il quadrato dell’elemento lineare ds.
L’elemento lineare ds dello spazio tridimensionale eucli-
deo, riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali, ¢&

dst = (dxl)2 + (dxd)? + (dad)2
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Tutte le componenti del tensore fondamentale sono zero
eccetto gn = ga = a3 = 1. E evidente che la metrica di
uno spazio euclideo ¢ una quantita definita posmva Cioe
ds® & zero quando da! = dx® = dx® = 0 ma pud prendere
soltanto valori positivi per tutti gli altri valori reali di
dxt, dx? e dx3.

La teoria della relativitd ristretta si sviluppa nello
spazio quadrimensionale con elemento lineare ds dato da

dst = — (@) — (@) — (da2 + R(dnt)2.  (14.2)

Questa metrica non ¢ definita positiva, essendo positiva
per tutte le curve lungo cui x!, x2 e x® sono tutte costanti,
ma negativa per tutte le curve lungo cui x* & costante.
Cosi lungo queste ultime curve la distanza tra due punti
vicini non pud essere reale. Per far si che la distanza ds
tra due punti vicini sia reale, I'equazione (14.1) deve es-
sere corretta in

ds? = egidatdad, (14.3)

dove il fattore e, chiamato indicatore, prende il valore
+ 1 0 —1 cosi che ds? risulti sempre positivo.

Esercizio. Dimostrare che la metrica dello spazio euclideo,
riferito alle coordinate polari sferiche ! = #, 422 = 0, e 23 = ¢
¢ data da ds? = dr? + v2d02 + 2 sen?0 dy2.

15. Lunghezza di una curva. Consideriamo la curva
xt = x%(t) con parametro ¢. Dalla (14.3) la lunghezza della..—
curva tra i punti corrispondenti a ¢ = f; e ¢ = f; ¢ data glb\“’“

w
2 —
: dxé dxi - NS =
§ = Veg” *x —x - dt. 5 5_,1}* "
dt dt P yd
ty ’—3 \ : ".a;"f'

Q\
N4

dxt dx!
Se gi; 7’;” 7’; = 0 lungo una curva, allora i dzg,

ern

punti corrispondenti a ¢ e #; sono a distanza zero I'uno dal-
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I'altro, sebbene essi non siano -coincidenti. Una tale curva
& detta minimale o nulla, La curva data da

‘ 2= c/r cos O cos dt, x2 = c/ 7 cos 0 sen  dt,
* (15.2)
( %3 =c [r sen 0dt, - xt= /rdt,

dove 7, 6 e ¢ sono funzioni di‘¢, & una curva reale nulla
nello V,, la cui metrica & (14.2). E chiaro che nessuna curva
reale nulla si trova in uno spazio di Riemann la cui metrica
sia definita positiva. -

Una curva consistera, in generale di porzioni lungo le
quali 'indicatore ¢ & + 1, di porzioni lungo le quali I'indi-
catore & —1, e di porzioni nulle.-La lunghezza della curva
¢ allora la somma delle lunghezze di queste porzioni, la
parte nulla portando contrlbuto nullo al valore della lun-
ghezza.

Eccettuato il caso di curve nulle come parametro !
pud essere scelta V'ascissa curvilinea s’ misurata a partire
da un punto fisso' della curva. Da: (14.3) 'si ha allora

Codxt o dxdoo

lungo ogni porzione di una curva che non sia nulla.

16. Grandezza di un vettore. La grandezza A del
vettore controvariante Af ¢ definita da

(A)? = e guyAi4, (16.1)

dove ey & l'indicatore +1 o —1 che rende A reale. La
grandezza A & un invariante. In uno spazio euclideo,
riferito a coordinate cartesiane ortogonali, la (16.1) si
riconduce alla familiare deﬁmzlone di grandezza di un
vettore.
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A questo stadio ‘¢ necessario introdurre il tensore con-
trovariante coniugato di gi;, che pud essere conveniente-
mente scritto gi. Allora ’equazione (13.1) ci da.

gig'* = 3. (16.2)

Possiamo ora definire la grandezza B del vettore covariante
B; con l'equazione

(B)2 = €(B) giiBiBj, (16.3)

dove ey & lindicatore del vettore B;, ed & chiaro che B
& un invariante. o ’

Un vettore di grandezza unitaria & detto vettore uni-
tario. Segue dalla (15.3) che dxi/ds & un vettore unitario
controvariante. Se la grandezza di un vettore & zero, viene
detto vettore nullo. Il vettore tangente ad una curva

nulla & un vettore nullo.

17. Tensori associati. Il prodotto interno del ten-
sore fondamentale g;; per il vettore controvariante 47 &
il vettore covariante g;;47, che & detto essere associato
di A4. Definiamo

Ai = g”Aj. ) : (17.1)

Similmente definiamo :
Bi = giiBy
e diciamo che il vettore Bi-& associato al vettore Bj.

La relazione tra un vettore e il suo associato & reciproca;
per il vettore associato ad A; si ha

gilA; = giig Ak = §iAk = Ai.
Questo processo di associazione & spesso ricordato come
«abbassamento del soprascritto» o come «innalzamento

del sottoscritto », rispettivamente.
Abbiamo ancora

e gudiAT = ea)gigtA g 41 = ea)g¥'ArdL,
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la quale dimostra che le grandezze dei vettori associati
sono eguali.

Il processo d’'innalzamento ed abbassamento degli indici
pud essere eseguito su tensori. Dal tensore AYE 1m POSSIAMO

formare tensori associati come 4;* = g4%*  oppu-
re A ;k“ — gyrgiogmt AYF im+ La notazione con i puntini
(«notazione punto ») & introdotta per indicare che degli in-
dici sono stati innalzati o abbassati. I punti saranno omessi
quando non ci sara possibilitd di confusione. Per esempio,
scriveremo A% = girgls4,.,. Notare che sebbene gi; e g
siano tensori coniugati, i tensori 44; e A% non sono di re-
gola coniugati.

Esercizio. Dimostrare che (A)2 = e(4,4;4%.

18. Angolo tra due vettori, ortogonalitia. L’angolo
tra due vettori unitari A¢ e Bt & definito da

cos 0 = giyAtBf = A;BI = gik4;By = AkBg. (18.1)

Questa relazione si identifica con la solita formula cos 6 =
= ll' 4 mm’ 4+ nn’, quando I'angolo O sia quello compreso
tra 1 vettori unitari (/, m, n) e (I, m’, »’) in uno spazio
euclideo tridimensionale riferito a coordinate cartesiane
ortogonali. Dimostreremo ora che le (18.1) definiscono
sempre un angolo reale tra due vettori reali se la metrica
dello spazio di Riemann & definita positiva. Allora la gran-
dezza del vettore Ad? + pB¢ & maggiore o uguale a zero
per tutti i valori reali di A e p. Ciog

gis(AA* + wBY) AA7 + pBY) 20

che si riduce a
A% - 23 cos O + p2 = 0.

Cio¢
(A + . cos 0)2 + p2(1 — cos¥) = 0.
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Poiché questa equazione & vera per tutti i valori di} e ,
segue che 1 —cos?0 = 0. Cosi | cos 6| =1, cioé 0 & reale.
Se la metrica non & definita positiva, allora ’angolo tra due
vettori reali unitari non & necessariamente reale.

Una immediata deduzione da (18.1) ¢ che I’angolo 6
tra due vettori 4¢ e Bf, che non sono necessariamente vet-
tori unitari, ¢ dato da

At
CcOS 0 = '/'i::,,:,:_:_g;jii*‘B;jﬁfi . (18.2)
VecaremgimAtA™gys B BS

Due vettori sono detti ortogonali tra loro se I’angolo
da essi formato & retto. Dalla (18.2) segue che condizione
necessaria e sufficiente per la ortogonalita di due vettori
At e Bt & che

giinBi = 0. (18.3)

Non definiamo 'angolo tra due vettori se uno od am-
bedue sono nulli, ma assumeremo la (18.3) come defini-
zione di ortogonalitd di due vettori nulli. Segue che un
vettore nullo & ortogonale a se stesso.

Esercizio. Provare che (1, 0, 0, 0) e (l’/é, 0, 0, }/f:T/c) sono
vettori unitari in ¥, con la metrica (14.2). Dimostrare anche
che l'angolo tra questi vettori non & reale.

19. Direzioni principali. Dal tensore covariante sim-
metrico Ai; possiamo ricavare il determinante

| Agg—Ngiy | =0, (19.1)

questa equazione & di grado N in A. Quando passiamo ad
un nuovo sistema di coordinate xf, questa equazione si
trasforma in

ozt ok |

A —23 _
! (A —Ngu) EY *&71 = 0.
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Applicando la legge di moltiplicazione dei determinanti,
questa equazione pud essere scritta

2

ox!
oxt

‘fflk — Ak

P

Lo Jacobiano non si annulla, e conseguentemente

questa equazione si riduce a
| A — N | = 0.

Confrontando con la (19.1) deduciamo che le radici A k) di
questa equazione sono invarianti. {Lettere maiuscole sono
usate per contraddistinguere le radici; la loro chiusura
tra parentesi mette in evidenza che esse non hanno un
significato tensoriale, e la convenzione della somma non &
applicabile ad esse).

Ora consideriamo le N equazioni

(Aes —Aaogis) Lig = 0. (19.2)

dove Ak € una radice semplice della (19.1). Queste deter-
minano i rapporti degli N valori di L{g, Non possiamo
dedurre immediatamente dalla legge del quoziente che LfK)
¢ un vettore controvariante, poiché il tensore A;; — Ax)gis,
con cui & effettuato il prodotto interno, non & arbitrario.
Invece passiamo al sistema di coordinate ¢ e le equazioni
(19.2) si trasformano in
- -, oxt oxk
(Aue — M) gx) ot o TE T 0.

Il prodotto interno per ox7/ox™ da

_ ox!
(Aim — M&)g 1m) v LfK) = 0.
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Queste N equazioni determinano i rapporti delle N quantita
oxt ' . . .
o LfK,, che sono le componenti di Ll nel sistema di
coordinate %i. Cioé LfK, si trasforma in accordo con l'equa-
zione (5.1) e cosi Liy, & un vettore controvariante. Sce-
gliamo adesso i rapporti delle L{, in modo che esso sia un

vettore unitario. Cioé
ngfK)Lj(K) = &(K)s (19.3)

dove ¢(k) € l'indicatore del vettore LfK).

Similmente possiamo dimostrare che in corrispondenza
di ciascuna radice semplice Ay dell’equazione (19.1) esiste
il vettore unitario LfM) che soddisfa le equazioni

(Aig—rangs) Ly = 0. (19.4)
giiLfM)L{M) = &) (19.5)

Quando Ay € una radice multipla di (19.1), il vettore LfM)
non é& univocamente -determinato dalle equazioni (19.4)
e (19.5).

Scegliamo due radici semplici Ax) € Ay di (19.1). Poiché
Mr) #=A@n i prodotti interni della (19.2) per L, e di
(19.4) per Liy, danno, per sottrazione:

giiLfK)Lj(M) =0. (19.6)

Questo dimostra che i due vettori unitari L(g) € L{yy sono
ortogonali. Cosl se tutte le radici dell’equazione (19.1) sono
semplici in ogni punto, il tensore covariante simmetrico
determina unicamente N vettori unitari mutuamente or-
togonali. Le direzioni di questi vettori in un punto sono
dette direzioni principali determinate da A4;;. Se la
metrica gidxidx! & definita positiva tutte le radici della
(19.1) sono reali. Cioé le direzioni principali sono reali in
uno spazio con metrica definita positiva.
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Consideriamo ora l'invariante A definito da
A = AyLiLI g LIL™.

I massimi e i minimi finiti di A sono dati da oA/dL! =0,
cioé da
AyyLi(gum L L™) — goyLt (AymLIL™) = 0.

‘Questa equazione pud essere scritta

(A ——)\gq) Lt = 0.

1’eliminazione della Lf porta all’equazione

| As;—2gis | = 0.

Cosi i massimi e i minimi finiti di A sono i valori corrispon-
denti alle direzioni principali determinate da A

Se A¢; = Agiy in un punto, allora le direzioni principali
sono indeterminate in quel punto. Se A;; =Agy in tutti
i punti di un VN, lo spazio & detto omogeneo rispetto al
tensore Ajyj.

In uno spazio euclideo a N dimensioni riferito a coor-
dinate cartesiane ortogonali, le componenti del tensore
fondamentale gy; formano la matrice unitaria. Quindi le
radici di (19.1) sono in questo caso gli autovalori della
matrice Ay e le direzioni principali sono quelle dei suoi
autovettori.

Esercizio. Dimostrare che AthfK)L{K) = e(K)AM(K) e che Ay
.LfK)L{M) = 0. [Non si esegue la somma sopra (K)].

Esercizi
1. Dimostrare che, essendo 0 l'angolo tra i vettori 4¢ e
B$, si ha
(€(a)2(ByEMEIE — Enagys) AMABIBF

sen2 =
e 4 (m)Emgx APA'BIBE
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2. Se 4y ¢ un tensore emisimmetrico covariante, provare
che (Azs/l/g, Ay /}/g, Am/V g) sono le componenti di un vettore
controvariante. Dimostrare anche che (JgA%, JgA3, }/gA12

sono le componenti di un vettore covariante se 49 & un ten-
sore controvariante emi-simmetrico.

3. Provare che nessuna relazione del tipo
AeyAnk + pginAzr + vgixAp = 0
puod esistere in un Vy, (N > 1), dove %, @ e v sono invarianti
e Ap & un tensore simmetrico.

Se Apg ¢ un tensore emi-simmetrico, dimostrare che questa
equazione non pud esistere in un Vx per il quale N > 2.



Caritoro III

DERIVAZIONE COVARIANTE

20. Simboli di Christoffel. Sebbene abbiamo tro-
vato, al n. 5, che dx?/du & sempre un vettore controvariante,
Pesercizio alla fine di quel paragrafo potrebbe averci con-
vinto che le sue derivate d2x¢/du? non formino un vettore,
le cui componenti in ogni altro sistema siano le corrispon-
denti derivate seconde. Poi, nel n. 6, abbiamo provato che
le derivate parziali di un invariante sono sempre le com-
ponenti di un vettore covariante; ancora dimostreremo,
nel n. 22, che le derivate di un vettore non formano un
tensore le cui componenti in ogni altro sistema siano le
corrispondenti derivate del vettore trasformato. Qui il no-
stro scopo & ora di costruire delle espressioni, contenenti
le derivate di un tensore, che siano le componenti di un
tensore. Per realizzare questo programma dobbiamo dap-
prima esaminare due funzioni formate dal tensore fonda-
mentale gy;. Queste sono i simboli di Christoffel di prima
e di seconda specie definiti rispettivamente da

o 1 (e 95&_35,@) .
g, Bl = ( of T x| ok (20.1)
e
‘2 % — gk [ij, k). (20.2)
(v

Sebbene vedremo che i simboli [77, k] e :zly % non sono ten-

sori, questa notazione ¢ stata introdotta conformemente
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alla convenzione della somma che generalmente si applica
a due indici, uno soprascritto ed uno sottoscritto. Cosi
tutti gli indici, salvo uno, dei simboli di Christoffel sono
riguardati come sottoscritti. L’eccezione & I nel simbolo
di seconda specie, che & trattato come un indice sopra-
scritto.

Le definizioni mostrano che ambedue i simboli sono
simmetrici rispetto agli indici ¢ e . Il prodotto interno di
(20.2) per gim ci da

. l
(77, m] = gum ? i ; , (20.3)

Segue immediatamente da (20.1) che

ik .. ..
o (57, k] + (&, 7). (20.4)
Vogliamo ora esplicitare le derivate di gi in termini dei sim-
boli di Christoffel. Derivando rispetto ad x! dalla (16.2) si
ottiene
bgik

og*® 9817
oxl

oxt g% =0.

giy +

1l prodotto interno per g/im da

ogmk ... Ofij
s, Jmetk 0%
oxt &g dxt 0.

Sostituendo in questa espressione da (20.4) e (20.2) si ha
infine

§§~gm‘%’;§€. (20.5)

bgmk e omi
o 8

. : Vi)
Dedurremo ora una utile espressione per § ... De-

)

rivando il determinante g = |g;| e ricordando che
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Py

gimg & il cofattore di gum in questo determinante,
otteniamo

Ogim

0
g — glMg Wé;r .

oxt
Dalle (20.1) e (20.2) e dalla simmetria di g;; si ha

Vil om (25’!!!', 4 O%m %y ) _ 1, %im
2 oxd oxt dxm

&

Cosi

=9 8 o

(i 11 9 d -
S QP Bt SRR Y ¢ ) ,
Vi = 2 g o = o (8V8 (206)
7
Poiché g non é un invariante, non ne segue che “75
sia un vettore covariante. Se g & negativo, in luogo diy g,
nella (20.6) va scritto | —g.

Esercizio 1. Calcolare i simboli di Christoffel corrispon-
denti alle metriche:
a) ds? = (dxY)2 4 (#1)2(dx?)2 + (#1)2 sen? (da3)2.
b) ds? = (dx1)2 4 G(»1, #*) (dx?)?, dove G & una funzione

di #! e di a2

Esercizio 2. Se la metrica di un VN & tale che g5 = 0 per
is£ j, dimostrare che

$il_ . Sigz_wLPﬁt.
Lik ] 20 Oxt
{1 (4

0 ) 3 o
L § = “ou V0BV i} { ”§ = 3, {08 Veu}

dove 1%, §, € k£ non sono eguali, e la convenzione della somma
non ¢ applicata.



DERIVAZIONE COVARIANTE 31

21. Legge di trasformazione dei simboli di Christ-
offel. I1 tensore fondamentale g;; essendo covariante, si
trasforma secondo l'equazione

- oxt 01.1
glm - bit bxm g‘j‘ ( . )
Derivando rispetto a x7#, si ha

Ofim _ oxt wd dgyy ok o oxd

S5~ 53 oim oxk own | owown oam 9 T
oxt %l
o7 dxmown 4

Sottraiamo questa equazione dalla somma delle due equa-
zioni similari ottenute con una permutazione ciclica degli
indici I, m ed n, e dividiamo per due. Allora con appropriati
cambiamenti di indici saturati abbiamo

oxt oxd oxk oxt %S

Im, n = [, k =T w—mn a—m BN T L)
lm, n] = 1, K)o o o 84 o aim» 212
dove la barra sopra il simbolo di Christoffel indica che
questo & stato calcolato nel sistema di coordinate x* e con-
siderando il suo tensore fondamentale gi;. Ora la legge di
trasformazione del tensore fondamentale controvariante &

gnp = grs - —— (21.3)

Moltiplicando internamente ambedue i membri delle (21.2)
per i corrispondenti membri della (21.3) e riducendo si ha

§7§_§ s)ovr ot ¥ | wr ¥

T )i oxs oxt oxm | oxf ot oam’

L (21.4)

Le equazioni (21.2) e (21.4) esprimono le leggi di trasfor-
mazione dei simboli di Christoffel, e chiaramente indicano
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che essi non sono tensori. Comunque nel caso molto speciale
di trasformazioni lineari di coordinate si ha d%t7/dxlox™ = 0
e i simboli si trasformano allora come tensori. Ora il pro-
dotto interno della (21.4) per dx7/0x? da

2x" p | T r | oxt dxf
oxloxm $Zm$ %P 31-7-; o aen D)

Questa importante equazione esprime le derivate parziali
seconde delle x7 rispetto alle %8 in termini delle derivate
prime e dei simboli di Christoffel di seconda specie.

Esercizio. Dimostrare che le trasformazioni dei simboli di
Christoffel formano gruppo.

22. Derivazione covariante di vettori. Cerchiamo ora

di stabilire se le derivate parziali di un vettore controva-

tiante hanno o no carattere tensoriale. Derivando rispetto
a x/ la relazione

— axk

Ak — A e

o (22.1)

che da la legge di trasformazione, si ha:

oAk ddi dEm oxk | o, OF oA

oxi  doxn doxf oxt dxidxn dxl

La presenza dell'ultimo termine nella parte a destra di
questa equazione dimostra che le derivate parziali d4%/0x/
non formano un tensore. Per ottenere un tensore che con-
tenga le derivate parziali eliminiamo le derivate parziali
del secondo ordine per mezzo delle (21.5) e questo ci da

odE _ odi o ok ¥ [V p | onk
o~ xm I oF oxd [(in oxp
. k )px’ ox$
rsy oxi oxm |
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A mezzo delle (22.1) e con appropriati cambiamenti di in-
dici saturati questa equazione si riduce alla

R N A
oxf T |7 oin Al | od ow
Ponendo (notazione ¢ virgola »):
x oAk ,
A= oxi + i Ar, (22.2)
I'equazione precedente pud essere scritta
ko oy Ox™ OxF
A=A oxd ow

Dalle (8.3) si deduce chiaramente che Af“j ¢ un tensore
misto del secondo ordine e questo ¢ definito come il deri-
vato covariante di 4% rispetto ad 7.

Per costruire le corrispondenti entita per i vettori cova-
rianti, anzitutto deriviamo rispetto a x? la legge di trasfor-
mazione

A = A,%;: . (22.3)
Questo ci da
bAi 0A; dxk dxd 2%
oxt  oxk oxl ol 7 oxioxt

Di nuovo per mezzo delle (21.5) eliminiamo le derivate par-
ziali del secondo ordine. Inoltre cambiando opportunamente
gli indici saturati e sostituendo dalla (22.3), otteniamo

g Amioo 04y N7 | ooxd oxn
g (aN T T [ aam (jn '_ oxi
Ponendo ora
04; A7)
Ajn= 200 X710y 22.4
> N A (22.4)
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I'equazione precedente pud essere scritta

- oxi  ox®
Az,l—Af,n %t oxl
e questa dimostra che 4, & un tensore covariante del se-
condo ordine, detto derivato covariante di 4; rispetto a x*.

In uno spazio euclideo ad N dimensioni, riferito a coor-
dinate cartesiane ortogonali, le componenti del tensore fon-
damentale g;; sono nulle eccetto g1y = gaa = ... = gNN = 1.
Cosi tutti i simboli di Christoffel sono nulli e la deriva-
zione covariante si riduce alla consueta derivazione par-
ziale. E bene osservare che i simboli di Christoffel non
sono tutti nulli in uno spazio euclideo riferito, per esempio,
a coordinate polari sferiche. )

Possiamo costruire I'invariante A’; per contrazione.
Applicando la (20.6) otteniamo

I Eéj, i ) r— PAj r 76, . e
cioé
: 1 3 -
7 - P g
A,, lé S {lgA’}. (22.5)

Questo invariante & detto divergenza del vettore contro-
variante A¢ ed & spesso indicato con div A% La divergenza
di un vettore covariante A; & definita da

div Ai = gjkAj,k. (22.6)

Le derivate parziali di un invarjante formano le com-
ponenti di un vettore covariante. Estendiamo la defini-
zione di derivazione covariante agli invarianti chiamando
derivata covariante l'ordinaria derivata parziale. Cioé, per
definizione, dallinvariante I formiamo

ol

I, =——-.
o oxt



DERIVAZIONE COVARIANTE 35
Poiché I ; & un vettore covariante, dalle (22.4) si ha che la
sua derivata covariante rispetto ad 7 & data da

(L9) R S R
SV A A T

(22.7)

Cosi (I4),7 = (I,5),:: cioé la derivazione covariante di in-
varianti, ¢ commutativa. Nel paragrafo 31 vedremo che
viceversa la derivazione covariante di vettori, in generale
non ¢ commutativa.

Formiamo la divergenza del vettore covariante I;;
questo & detto il laplaciano di 7 e scritto V2I. Cioé

i r| oI
°F — ofk Y oL
Vi =gt 5) =g (bxfbxk 37’k§ axr>'

Esercizio 1. Dimostrare che

04; 04,
A= Ani = Hon T o
Esercizio 2. Dimostrare che

. 1 9 .
div Aj = ‘VéA ”6;;1“ {Vg grkAk} = div 49,

Esercizio 3. Trovare V'espressione di div 47 e di V2I: (a) in
coordinate polari cilindriche, () in coordinate polari sferiche.

23. Derivazione covariante di tensori. Nell'ultimo
paragrafo abbiamo costruito tensori contenenti le derivate
parziali di vettori. Si pud estendere il processo di deriva-
zione covariante ai tensori? Sia il tensore 44 (non si perde
di generalitd assumendo un indice controvariante ed un
indice covariante). Il prodotto interno della sua legge di
trasformazione (8.3) per oxm/dxt da:

; Oxm m Ox!
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Deriviamo ora rispetto a x¥, ed eliminiamo le derivate par-
ziali del secondo ordine per mezzo di (21.5):

045 odxm (p) oxm  {m| oxr oxs

Ty T = +Aj Tl T i | <

oxk  oxt ?de oxp  (7rs) oxt doxk
R L TR | P R R i o
= oxt ok on U |pjryoxp frsy 0w ok

Applicando la (23.1) e cambiando opportunamente gli indici
saturati, questa equazione diventa:

od; | Vil Hb"q uwm
kb +A7(nk$ Apy o
oAl | Aml
—‘397“1 Ay AT g ore o
Introducendo la notazione

24T
A?’,‘tle"ﬂL‘sm%A?-s”A:". (23.2)

la suddetta equazione si scrive

- bx oxt oxt
Al — A" )
Tk o LE oxk  ox

Moltiplicando internamente per 0x7/ox™ si ha infine

- . m b;r bxl bxt
Bp = AT o o

7% & dunque un tensore del terzo ordine del tipo indicato
dai suoi indici. Questo tensore si chiama derivato cova-
riante di A" rispetto a x?.

Un esame dell’equazione (23.2) dimostra che il derivato
covariante di AT contiene tre termini. Essi sono (1) la
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derivata parziale, (2) il termine con segno positivo simile
a quello contenuto nella derivata covariante di un vettore
controvariante e (3) un termine con segno negativo simile
a quello contenuto nella derivata covariante di un vettore
covariante. Questo comporta che l'espressione

Al — bA’l "P +sz Sua )Aul ua 1k%at.. Us
3. "pn_ bxn l(kn‘
é (23.3)
‘ Uy, Us
-1 ?rpmsA Tgrlrgrn..Tp
¢ un tensore, chiamato derivato covariante di A’,‘l‘;‘;

rispetto a x%. La dimostrazione che abbiamo fatto per il
tensore misto del secondo ordine si pud applicare anche
alla (23.3). Ometteremo perd i suoi noiosi dettagli e daremo
del fatto una diversa dimostrazione nel paragrafo 30.

Riferendoci alle equazioni (20.3), (20.4), (20.5) e (23.3)
deduciamo che

§ig,k =

g _ % i
=+

’ oxk Ik (lk
€
i 0% Nilg Vldg_ N
8;,10 = ok + ? IE S 8]'—?7]2 ) d; = o. (23.6)

Le derivate covarianti dei derivati covarianti sono
dunque ancora tensori. Indichiamo queste derivate cova-
rianti del secondo ordine aggiungendo un altro indice senza
virgola. Per esempio A; s € il derivato covariante di A;,5
rispetto a x¥.

Esercizio 1. Se Ay = Bi,j—Bj,i provare che Ay + A]'k,i +
+ Agiy = 0.
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Esercizio 2. Per mezzo di (23.5) dimostrare che div At =
= div A«,;.

Esercizio 3. Se A¥k & un tensore emisimmetrico, dimo-

strare che i% Y (}”g Atk) & un tensore.
24. Leggi della derivazione covariante. Le deri-
vate covarianti obbediscono alle seguenti leggi:
1) La derivata covariante della somma (o differenza)
di due tensori & la somma (o differenza) delle loro derivate
covarianti. Questa legge si deduce immediatamente da (23.3).
2) La derivata covariante del prodotto esterno (o in-
terno) di due tensori & uguale alla somma dei due termini
ottenuti dal prodotto esterno (o interno) di ciascun tensore
per la derivata covariante dell’altro tensore. Per esempio:

) l
(4B — o (4 sz)+Aw; k%Bk—

k k
— Bi B . ;Akj —+ §7m€ Am} = A¢;,mB* + AijB’lm.

Questo tipo di dimostrazione & abbastanza generale e potra
essere applicato in tutti i casi di prodotto esterno di due
tensori. (Un’altra dimostrazione se ne ha nel paragrafo 28).
La contrazione di / e §:

(AisBf),m = AijmB? + AyBy,

chiarisce come la regola si applichi anche al prodotto interno.

3) I tensori gy, g7 e 3% sono costanti rispetto alla
derivazione covariante. Cid fornisce un’altra via per sta-
bilire le equazioni (23.4), (23.5) e (23.6). Come conseguenza
della legge (3) si ha, per esempio:

i . .
(€74u),m = gmAu + g Aum = g14um
Esercizio. Se I e J sono invarianti, dimostrare che

Aiv (JLg) = JVA + giL] ;.
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25. Derivate intrinseche. Si consideri il tensore
Af1:of%s le cui componenti siano funzioni di ¢ lungo la
curva x' = xi(f). La derivata intrinseca ¢ definita da

dp axe

Ty fUy.aus Y
s = AN g

(25.1)
In conseguenza la derivata intrinseca ¢ un tensore dello
stesso ordine e tipo del tensore originale.

In corrispondenza dell’invariante I, abbiamo

31 dxk ol  dxk al

S M ar T ook dt ot

cioé la derivata intrinseca di un invariante coincide con
la sua derivata totale.

Le derivate intrinseche di ordine superiore sono definite
facilmente. Per esempio:

By 3 (M) ()t
S 8t \ 8 R gt ). dt
In generale la derivazione intrinseca non ¢ commutativa.
Da (22.2), (22.4), (23.4), (23.5) e (23.6) si ottiene:

BE _ dAF (k) dv

s =at Ty a (25.2)

SAi _ ddx (7|, dd )

S T dt (kN (25:3)
. i i

Sy _ d¢¥ 8% _ (25..4)

S & 3

Dalla definizione stessa delle derivate intrinseche, con-
segue che esse obbediscono alle stesse tre leggi valide per
le derivate covarianti.

Esercizio. Dimostrare che
3 ( d{ﬂ;) _d% % i % dxi  dxk

3\ at arr kS dt dt
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Soluzioni dell’es. 1 del n. 20 e dell’es. 3 del n. 22.

Esercizio 1, n. 20 — I soli simboli di Christoffel di se-
conda specie non nulli sono:
2
g g 33g:—xlsen2x2 312§~1/x1,
(3) (3
- 2 2 - 1 - 2
$~ sen x2 cos x (138 l/x,?23g cot 42;
s 1 3G 2 E 1 3G
122 T2 v 12y T 26
g 1 oG
22 2G  oat
Esercizio 3, n. 22
041 042 043
o4
a) div A% = ot + oxt + Y -
_ 04, 1 o4, 04, 1 )
T oot + (*1)2 o2 + x4 Ta A
oI 1 i oI 1 of
2 — o 42 I .
VI = T o e e T am
oAl 042 dA43 2
3 P I i 1 +2 42
b) div 4t = ol + Y -+ Iy + P Al 4 cot x2A42,
04, 1 04, 1 04,4
=k P S - &+
oxl (#1)2 0a2 (*12sen2x2 0a®
2 cot sz )
+ - o} 4, + - ( 2 Ao
2 2 2
v — 027 1 027 1 0%I

@2 T (2 w22 T () senza2 (a2 T
_%_ j)! ) cot 42 of
¥l oal ‘(;1'52’ 42



Caritoro IV

GEODETICHE - PARALLELISMO

26. Geodetiche. In uno spazio tridimensionale euclideo,
una retta & il cammino pit breve tra due punti: &€ qui nostro
obiettivo generalizzare questo concetto fondamentale agli
spazi di Riemman.

Sia C la curva di equazioni parametriche xf = x%(f),
che unisce due punti fissi P, e P;, corrispondenti, rispetti-
vamente, ai valori f, e ¢, del parametro ¢. La distanza s
lungo la curva tra Py e P, & data da

t1
R
s = ]/ egi; 7;[ 7"2 dt (26.1)

¢

Si considerino tutte le curve passanti per i due punti
fissi Py e P,. Fra queste, quella per cui la distanza PyP,
misurata lungo la curva risulta stazionaria, son dette geo-
detiche. Potremmo ottenere le equazioni differenziali delle
geodetiche applicando le equazioni di Eulero alla (26.1)
— un risultato ben noto nel calcolo delle variazioni — ma
troviamo piltt istruttivo richiamarci ai principi fonda-
mentali.

Scegliamo un piccolo vettore arbitrario dx* che varl
lungo C con continuitd. Allora le equazioni %! = xf + 3¢
definiscono una curva C vicina a C. Inoltre si pongano le
condizioni 8x¢ = 0 in P, e Py, il che significa che la curva
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C unisce sempre P, e P,. La distanza 5 tra P, e P, lungo
C ¢ data da:

tl

_ dxt dxi
5= [ Ve & %

to

dove gi;(x) sono ora funzioni di ¥!. Abbiamo, trascurando
i termini di ordine superiore al primo:

@ dxt dxi
899 T a T

bg” o) [ dxt a(dxt) ( dxl | d(3xd)
(g”+ 3% )( a T a )\ e T T a
axt dxi dxt d(dx7) | gy axt dx?

p— e A kT
8 g g TGy oxt 0% @ dr

Cosi:

/’e . '(_') it A7
Jesu® g g =

dxi d(w) | 1 dgiy g dat o)

T R I R
] 838 ar g,
i 5 T35
dt dt

e di conseguenza la variazione della lunghezza Js nel passare
dalla curva C alla curva C & data da

121
dxt d(3x7) | 1 bgus dxt dxi

g@j - L x
3§ =35 —§ = dt ._.{%t _ ,,..2_,,6,{“ — dti‘,i,t dt.

;o dxt dxi
]/ g ar
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Se, ora, come parametro scegliamo l'ascissa curvilinea s
lungo C la precedente equazione si semplifica nella

S5y
i d(Sxt ¢ dxt
5s — / [g” at dr) 1 %y g, At AT

ds ds 2 oxk ds ds,

So

dove s, e s, sono i valori corrispondenti rispettivamente ai
punti P, e P,. L’integrazione per parti ci da

dxt 1 dgi dxt dxk
“r Sl g o etk TR
o = [g” Sx] f o lds (g” ds) 2 0 ds ds ds.

La parte integrata si annulla poiché 87 & zero in Py e P;.
Abbiamo anche:

d ( dxi) dixt | dgiy dxt dx¥

=8 g T oxk ds ds
_ @t 1 dgydat dxk 1 dgry dxt dak
._g’l]' dsz 2 bxk ds" ds 2 bxi dS dS .

ds\*Y ds

Ne consegue che

$1
Os = — [Sxf

So

xi dxk
gy o k] G | ds. (262)

Le variazioni 8x7 sono arbitrarie, cosi condizioni necessarie
e sufficienti perché la curva C sia una geodetica sono:

d2x dxi dxk
gy o+ R =0, (26.3)

11 prodotto interno per gi fornisce la forma controvariante

3 (dxl): a2t % L} dxt dx¥

3 =ge Ty as as % 264
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Le (26.3) o (26.4) rappresentano le equazioni differen-
ziali della geodetica. Si tratta di N equazioni differenziali
del secondo ordine. Ora, la teoria delle equazioni differen-
ziali stabilisce che una soluzione x¢ = x%(s) di tali equazioni
¢ univocamente determinata non appena siano assegnati i
valori «iniziali» delle x¢ e delle % , Cioé non appena sia
fissato un punto dello spazio ¥Vn e una direzione per esso.
Geometricamente cio significa che esiste un’unica geode-
tica uscente con una assegnata direzione da ogni punto
dello spazio. Abbiamo definito la geodetica in termini di
curva passante per due punti, ma questa geodetica pud
non essere unica, a meno che i due punti siano sufficiente-
mente vicini uno all’altro. Il problema dell’'unicitd implica
proprieta topologiche dello spazio V. Per esempio, c’é
un’unica geodetica che passa per due punti giacenti su una
sfera, salvo che i due punti si trovino alle estremita di un
diametro. In quest’ultimo caso tutti i cerchi massimi pas-
santi per i due punti sono delle geodetiche.

Per lo spazio euclideo, riferito a coordinate cartesiane
ortogonali, i simboli di Christoffel sono nulli. Quindi le
2yl
ds?
xt = Als 4 B!, dove A! e B! sono vettori costanti: cioé,

le geodetiche sono rette.

geodetiche sono date da =0, la cui soluzione &

27. Geodetiche nulle. Le equazioni (15.3) stabili-
scono che

dxt dxd

8it g = 27.1)

lungo una qualsiasi porzione di una curva che non sia nulla.
Derivando otteniamo

4, ‘?Z,xf)_.f? P AN R ‘W')
as\¥ds ds | = 8 (g” ds }25) = OB s ss\ds |

/ /
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e . d dxt dxI

Dalla (26.4) consegue che l'invariante s (gijW T{s—-)
& zero in tutti i punti di una geodetica. Pertanto I'indicatore
¢ non pud mutare improvvisamente lungo una geodetica,
e cosi, se il versore tangente non & nullo in un punto, non
pud essere nullo in alcun altro punto della geodetica. D’altro
canto se la direzione iniziale & nulla, la curva & nulla ed ¢
ovviamente impossibile introdurre la lunghezza dell’arco
quale parametro. Diremo che una curva nulla x% = x4 (t)
che sia soluzione delle equazioni

d2x 1) dxt dxk

i 31-;@% a a0 (27.2)
& una geodetica nulla.

Le geodetiche nulle nel V, caratterizzato dall’elemento
azxt
dag?
le curve nulle date da (15.2) non soddisfano queste equa-
zioni, a meno che 7, 6 e ¢ siano costanti. Ne consegue che
una curva nulla non & necessariamente una geodetica nulla.

lineare (14.2), soddisfano le equazioni = (. Percid

28. Coordinate geodetiche. Dimostreremo ora che ¢
sempre possibile scegliere il sistema di coordinate in modo
che tutti i simboli di Christoffel siano zero in un punto deter-
minato. Si consideri un sistema generale di coordinate ¢, 1
cui valori nel punto particolare P, siano #(y e si introduca
un nuovo sistema di coordinate ¥¢ mediante le equazioni

. 1y
¥ == xt — xfo, + Y 3 i g( ) (xm — xf’oﬂ) (an — xz)\), (28.1)
0

L’indice (0) apposto ad una qualsiasi entitd indica il suo
valore nel punto P, Le parentesi servono a sottolineare
che questo indice non ha significato tensoriale e che la
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convenzione della somma non si applica ad esso. La deri-
vazione rispetto a x/ da

R
o =% 37% o — 2. (28.2)
0

Quindi (0xt/dxt)(y = 8;. Conseguentemente il determi-

nante jacobiano | (0%¢/0x%)¢ | non & zero, il che dimostra

che la trasformazione (28.1) & valida nellintorno di P,.

Facendo il prodotto interno della (28.2) per dx7/dx*, si ha
ot (12 ox!

i ot [ n— gy
= o T e ) o

Deriviamo questa rispetto a x* ed otteniamo
ai . .

= _b—ji~ S.z ( bj_cﬁ 9f S? 2 (2" — x() _92_,617

OxkOXE  (jn\(g oxh dxF | Iinl ox* dxh

Cosi in P,

oxt i. o2t ‘ ? ) nsf g v /
ik )iy T \oxEoRh g (nSg POF T T RmA
X ) (o) Xk O (o) S {RR A (o)

\

Sostituiamo ora in (21.4) e abbiamo

(P _§S) sonid _ sp$ 7 4
{imie {1\ %00 —3, { m )
cioe,
(p
: > = 0.
{ lm S(o)

Quindi un sistema particolare di coordinate, chiamate
coordinate geodetiche, pud essere sempre scelto in ma-
niera che i simboli di Christoffel siano zero in un punto
assegnato, che si chiama polo. La trasformazione (28.1)
non ¢é la sola maniera di ottenere coordinate geodetiche.
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Abbiamo tuttavia dimostrato che un tale sistema esiste
e che in questo particolare sistema X(y = 0, il che significa
che il polo ¢ anche l'origine delle coordinate. Importante
proprietd posseduta da un sistema di coordinate geode-
tiche & la seguente: le derivate covarianti si riducono alle
corrispondenti derivate parziali nel polo, poiché in questo
punto tutti i simboli di Christoffel sono nulli. In precedenza
nel paragrafo 9 abbiamo accennato che se un tensore &
zero in un sistema di coordinate, esso & zero in qualsiasi
sistema di coordinate, dal memento che la legge della
trasformazione dei tensori & lineare. La verifica di un’equa-
zione tensoriale spesso comporta pesanti manipolazioni al-
gebriche. Generalmente il volume del lavoro si riduce pro-
vando dapprima I’equazione nel polo di un sistema di coor-
dinate geodetiche. Ne consegue che I'equazione € vera per
tutti i sistemi di coordinate in questo punto. Che se poi
questo punto & generico, I'equazione & verificata in tutti i
punti di V.

Tllustreremo questo metodo provando che la legge del
prodotto del n. 24 & soddisfatta dalle derivate covarianti.
Si consideri il tensore

(A4sBY) . — AijmB! — AisBm -

Scegliamo un sistema di coordinate geodetiche con polo
in un punto P,, dove le derivate covarianti si riducono alle
ordinarie derivate parziali. Dal momento che le derivate
parziali soddisfano la legge del prodotto

0 op oy
w (@P) = o Y+eo o’

il suddetto tensore & zero in P, nel sistema delle coordinate
geodetiche. Cosl esso & zero in P, in ogni sistema di coordi-
nate. Ma P, & un punto generico, di conseguenza il suddetto
tensore & zero in tutti i punti di V. Questo stabilisce la
validitad della legge del prodotto.
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Esercizio. Dimostrare che nel polo P, di un sistema di
coordinate geodetiche

4. O 2 4
LI dxdoxk Tl dak iy

29. Parallelismo. Un’importante proprietd del pa-
rallelismo nello spazio euclideo, che sia riferito a coordinate
cartesiane ortogonali, ¢ la seguente: si ottiene un campo
parallelo di vettori A; nello spazio euclideo se le compo-
nenti A; sono costanti. Possiamo esprimere questo fatto

analiticamente sia nella forma - :;i = 0, sia nell’altra
%?;f = 0. Dal momento che i simboli di Christoffel

sono zero, in termini equivalenti possiamo scrivere queste

equazioni nelle forme tensoriali 4 = 0 oppure 4;,; =0,

3t
rispettivamente. Cid suggerisce due vie per generalizzare
il concetto di parallelismo ad uno spazio di Riemann. Se-
nonché, come vedremo al n. 31, le equazioni differenziali
alle derivate parziali A;; = 0, in generale non sussistono
Cosi la seconda via suggerita non si dimostra vantaggiosa.

. . . i . N .
La derivata intrinseca -, poi, ¢ definita solamente

3t
lungo una curva, per cui, usando il primo suggerimento,
possiamo solamente definire il parallelismo lungo una curva.
Formalmente, i vettori 4; costituiscono un campo di
vettori paralleli lungo la curva xf = x¢(t), se A¢ & una solu-
zione delle equazioni differenziali
34s _ dd; (1) , dxk

E i e I S A

Queste equazioni formano un insieme di N equazioni
differenziali del primo ordine e conseguentemente se il vet-
tore 4; & dato in un qualsiasi punto della curva, esso &
univocamente determinato in tutti gli altri punti della curva.
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Possiamo anche dire che un campo di vettori paralleli si
ottiene da un dato vettore mediante propagazione parallela
lungo la curva. Dal momento che

SA’_ S . . 045
St 5t ¢ 2

possiamo scrivere le condizioni del parallelismo lungo una
curva in forma controvariante
34t dAt (i {4, a5k

s =g T ”kSAf i =0 (29.2)
Vediamo dalle equazioni (26.4) che i vettori unitari
tangenti formano un campo di vettori paralleli lungo una
geodetica.
La grandezza A del vettore 4; ¢ definita dalla relazione
(A)? = e(a)gi;ALAT. Per derivazione si ha
dA

d 3 )
24 - =4 (e(agisdiAl) = St (ecargisAi49) =

J3A¢
= 2¢(4)8ij - 874 A,

Quest’equazione si riduce a A{(dA/df) =0 se le A? costi-
tuiscono un campo di vettori paralleli. Se ne deduce che
la grandezza di tutti i vettori di un campo di vettori paral-
leli & costante.
L’angolo 0 tra i due vettori 4? e Bt ¢ definito dalla rela-
zione AB cos 0 = g;;4tB7. Di qui per derivazione si ha
a4 dB

a
AB H; (COS 0) —[— (WB + A 7) COSG =

Se tanto A¢ quanto Bf costituiscono campi di vettori paral-
leli, questa equazione si riduce a d{cos 8)/dt = 0, purché

4
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nessuno dei vettori A¢ e Bt sia zero. Cioé, 'angolo tra due
vettori non nulli resta costante fin che ambedue subiscono
una propagazione parallela lungo la stessa curva.

Il vettore ottenuto in Q mediante la propagazione paral-
lela da P dipende dalla curva che unisce P a Q. Quindi la
propagazione parallela intorno a una curva chiusa non
riconduce necessariamente al vettore iniziale.

Cosi, ad esempio, si consideri il V, formato dalla super-
ficie di una sfera unitaria. Scegliendo le coordinate polari
sferiche x1 = 0, 22 = ¢, la metrica di V, ¢ data da ds? =
= d6® + sen? 04y e un breve calcolo dimostra che i soli
simboli di Christoffel di seconda specie che non spariscono
sono ; 212 g =—senfcosO e ; 122 = cot 0. Consideriamo
la propagazione parallela del vettore A¢ lungo il cerchio
minore § = «. Lungo questo cerchio d6/d¢ = 0 ed in con-
seguenza le equazioni (29.2) si riducono a

2

Al
rd - — cos & sen aA? = 0,

d
dy dy

Ja cui soluzione pud essere prontamente ottenuta nella forma

+ cota A = 0,

Al = sen « [c sen (Y cos a) + d cos (Y cos a)],

A? = ¢ cos (Y cos ) — d sen (Y cos ),

dove ¢ e d sono costanti. Supponiamo di scegliere il vettore
At tale che sia {1,0) nel punto definito da ¢ = 0. Allora per
sostituzione abbiamo ¢ =0 d = coseca. Percido il vet-
tore A¢ & univocamente determinato dalle componenti
(cos [ cos a], — sen [ cos a] / sen «). La propagazione pa-
rallela intorno al cerchio minore considerato porta cosi al
vettore (cos [2m cos «], — sen [27 cos «]/sen ), il quale dif-
ferisce dal vettore originario (1,0). Il caso del cerchio mas-
simo o = /2 & eccezionale, poiché la propagazione paral-
lela lungo di esso riconduce al vettore originario.
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Esercizio. Nel V, con metrica ds? = du? + 2\dudv + dv?,
dove A & una funzione di # e v, dimostrare che i vettori tan-
genti alle curve # = costante formano un campo di vettori
paralleli lungo le curve v = costante.

30. Derivata cevariante. Per mezzo del concetto di
parallelismo possiamo ora dimostrare che il secondo membro
della (23.3) costituisce un tensore. Si consideri la curva C
determinata dalle equazioni x* = x%(¢ ) Si scelgano p campi
di vettori controvarianti arbitrari X} w X - . Xt (p) Cia-
scuno parallelo lungo la curva C e s campi di vettorl cova-
rianti arbitrari Y )i, Y4, - . - Y(s); anch’essi paralleli lungo
la curva C.

Si ha allora

dXly +g i)y dak

2 jkﬁX‘ﬂ’"dt" =0 B=12...9), (30.1)

dY(a)i S dx" _ _ c
dt , é Y(u)j dt =0 (OC = 1, 2, o e S). (30.2)

Consideriamo ora l'invariante

AUy
I :An SX )X(z) X(p)Y(l)u,Y(z Y(s)uS

La sua derivata rispetto a ¢ & anch’esso un’invariante, e
con I'applicazione di (30.1) e (30.2) e di cambiamenti op-
portuni di indici saturati troviamo

dd:1:

“dt

d-l‘"
a=1 dt

- bt Sdac) = ! im—“
pflArll"'d—l"ﬁu“”{rﬂn} dt J
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Dalla legge del quoziente deduciamo che l'espressione tra
gge del q . spress
parentesi a secondo membro di questa equazione € un ten-
sore, che chiamiamo derivata intrinseca, ed indichiamo
con 8A;‘1‘:_‘:'ﬁ;/8t. Ne consegue immediatamente che
) Ug.. Y, Uy, U,
6Ar1‘..r; _ _‘i_"ﬂ_' aArll.'r:, + E‘A“l""a—xk“au"“‘ Ug
(3t dt am" a=1 Tty kn

? l
— 2 A“l"“i .
1 .. rﬂ_llrﬂﬂ..rp {,’.ﬂ n}]

La legge del quoziente dimostra ancora una volta che I'espres-
sione tra parentesi quadre & un tensore, che indichiamo con

t73 . . . « .
Aﬂl:,’.g;m e che chiamiamo appunto derivata covariante.



Caritoro V

TENSORE DI CURVATURA

31. Tensore di Riemann-Christoffel. Esaminiamo
ora il problema della commutativitd rispetto alla deriva-
zione covariante. Consideriamo anzitutto la derivata cova-
riante di un vettore covariante arbitrario 4;.

!
in

Una ulteriore derivazione covariante da

d ! !
Agmp = ) (A:I.n) — i ip : Ayn— np ; Az
_ %4y jrjed 0 0 lé_; L]ody
= amox? |jn) oxP Pox® [jn) " |jp) oan
LI(k Lydd; (LR
Flip$lm (A I ot T (g EE

Scambiamo gli indici # e p e sottrajamo. Poi cambiando i
diversi indici saturati abbiamo

Agnp — Ajon =
2 l l d 1| l s __3 ) s ] 4
o |jp)  oxP lfn ns ¥ |jp psylin s

Poiché A; & un vettore arbitrario ne consegue, per la legge
del quoziente, che 'espressione in parentesi quadre & un
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tensore misto del quarto ordine, di ordine controvariante
uno e di ordine covariante tre. Introduciamo la notazione

" l‘__wb_r_lt L)y s}
R ynv= i ip = o35 ljn{ + s |ip
Ly s (31.1)
T ips ?m)

R_l mp ¢ un tensore del quart’ordine, detto tensore di
Riemann-Christoffel. Esso ¢ formato esclusivamente dal
tensore fondamentale g;; e dalle sue derivate fino al secondo
ordine incluso. Questo tensore non dipende dalla scelta del
vettore 4. Possiamo ora scrivere.

Ajnp — Ajpn = R.linpAl- (31.2)

Da questa equazione risulta chiaro che condizione neces-
saria e sufficiente perché la derivazione covariante di fuits
i vettori sia commutativa, & che il tensore di Riemann-
Christoffel sia uguale a zero. Al n. 29 abbiamo gia accen-
nato che le equazioni 4;; =0 di regola non sussistono.
Infatti, le equazioni (31.2) dimostrano che una condizione
necessaria (ma non sufficiente) perché si abbia A4;;=10
& che R';,,4; =0, e questo sistema di equazioni general-
mente non & soddisfatto.
Osserviamo che a norma della (31.1) si ha

Rlyup = — R ipm, (31.3)
ciod, R!;,, & emisimmetrico rispetto agli indici # e p.
Esercizio 1. Provare che R.ljm, + Rf npi + R'lpjn = 0.
Esercizio 2. Provare che R_l mp = 0.

32. Tensore di curvatura. Introduciamo ora il ten-
sore di curvatura, tensore covariante definito da

Repnp = grlR,ljnp- (32.1)
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Sostituendo a R'j,, l'espressione che per esso fornisce la
(31.1) si ha -

0 §l l_bgn l 9[ (l)
Rons =y 1 | i i — 508 511
5gn (1 \ Plfs] \ ¢ s
T Jwr | jn T s P 8710 ps | | jn

relazione che, applicando le (20.3) e (20.4), si riduce a

o .. o ..
Rrmp = Ut 71— 5 ljm, 7] +

A Ve ;
+ ljn) [rp, 1] i [rn, 11.

Possiamo ulteriormente ridurre questultima per mezzo di
(20.1) e (20.2) e otteniamo cosi I'importante formula

1 ( 0%grp bjg’mm_ ijgmi . 0%¢jp

bﬁgf ox™ OxTOxP dxd oxP dx7 dx™ ) (32_2)
+ gts([jn, s] [rp, t] — [ip, 8] [rn, 2]).

Rrjnp = é

Di qui deduciamo immediatamente le relazioni

Rrjnp = Rjrmh
Ryjnp = — Rrjpn, (32.3)
~ Rrjnp = Rupry,
€
Ryjnp + Rrnpi + Repm = 0. (32.4)

Siamo ora di fronte a questo problema: quante compo-
nenti aritmeticamente distinte, non nulle, possiede general-
mente il tensore Rymp? Riferendoci alla (32.3) vediamo
che una componente & zero se 7 = § oppure # = p. Percio,
a parte il segno, le componenti non nulle sono dei tre se-
guenti tipi: Ryjry, Rrsrp, Rrjnp, dove 7, , # e p sono distinti
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l'uno dall’altro. Ci sono tante componenti del tipo Ryjrs
quanti sono i modi di combinare 7 e 7§, ciog, ; -N(N —1).
Ci sono tante componenti del tipo Ryjp quanti sono i modi
di combinare § e p, dopo I'esclusione di 7, cioé,—él— NN —1)
(N —2). Il numero delle combinazioni di #, 7, n e p &
772—14— N(N—1) (N —2) (N—3). Ma Ry, ¢ determinato,
fatta eccezione per il segno, quando » & accoppiato o con
7,0 con#, o con p. Cosi ci sono éls N(N—1) (N—2) (N—3)

componenti del tipo Ryjp. Le equazioni (23.3) ci permettono
di riscrivere la (32.4) nella forma

ijp + ijrn + Rjnpr = 0.

Cosi, con una data serie di quattro indici, esiste soltanto

un’equazione indipendente del tipo (32.4). Inoltre, se ghi

indici 4, 7, # e $ non sono distinti, la (32.4) si riduce ad una

delle equazioni (32.3). Quindi il numero delle equazioni in-
. ) . .1

dipendenti del tipo (32.4) & o4 NN —1) (N —2) (N—3).

Percio il numero delle componenti distinte di Ryppp €

S

NV —1) —}—%N(N—l) (N —2) +

+ o NWN—1) (N—2) (N —3)—

o GO = DD

1
— 5y NW—1) (N —2) (N —38) = — N*(v2—1).

Risulta, di qui, in particolare, che il tensore di curvatura
di un ¥V, ha soltanto una componente distinta che non si
annulla.
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Esercizio 1. Dimostrare la relazione (32.4) servendosi di
un sistema di coordinate geodetiche.

2
Esercizio 2. Dimostrare che Ry, = ——G-S;ﬂ- per il V, il

cui elemento lineare & d2s = d2u -+ G2dv2, dove G & una fun-
zione di # e v.

33. Tensore di Ricci - Invariante di curvatura.
A prima vista sembra che vi siano tre differenti modi per
contrarre il tensore di Riemann-Christoffel R'ljnp. Ma
R'1np = g¥Rsnp = 0, poiché Rgnp & emisimmetrico in se /,
e da (31.3) si ha che R';;,; = — R'j,. Non v’¢ quindi da
considerare altro che la contrazione che porta al cosiddetto
tensore di Ricci, definito da

Rjn = R'jpy = g Rspmi. (33.1)

Contraendo ! e p in (31.1) e sostituendo dalla (20.6) si ha:

o > (1) (1)(s
B = e 008183 — g o+ el 24—
— 3 7-; ; 'b’%; {log g}, (33.2)

da cui risulta chiaro che Ry, & simmetrico. (Se g & negativo,

dobbiamo sostituire log f—g a loglg). L’invariante di
curvatura ¢ definito da

R = ginRjy, (33.3)

Uno spazio per cui si ha Ry = Igy; in tutti i punti,
dove I & un’invariante, & detto spazio di Einstein. Molti-
plicando internamente per g si riconosce che R = NI,
per cui in uno spazio di Einstein si ha:

]-,

Rij—:'N

Rgy;. (33.4)
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Esercizio. Dimostrare che in un V, &€ gRy = — gyRyge ©
gR = — 2Ry, Si riconosce cosi che ogni V, & uno spazio
di Einstein.

34. Identita di Bianchi. Scegliamo un sistema di
coordinate geodetiche. Con riferimento alla (31.1), per de-
rivazione covariante si ricava che nel polo si ha:

1 b 1 62 l? 62 gl)

Romns = oy Romo) = oran 1ip\ ™ owndwr ()

La permutazione ciclica di n, p e 7 da altre due equazioni.
Sommando otteniamo

R s + Rlprn + Rlyrnp=0. (34.1)

Questa & una equazione tensoriale verificata nel polo di
un sistema di coordinate geodetiche. Allora, come sappiamo,
essa & verificata in quel polo anche per ogni sistema di coor-
dinate. Ma ogni punto pud essere scelto come il polo di un
sistema di coordinate geodetiche e quindi I'equazione (34.1)
vale in tutti i punti dello spazio.

11 prodotto interno per g;» da l'identita di Bianchi

Rump,r + Rmjpron + Rugra,p = 0. (34.2)

Il tensore di Einstein ¢& definito da

. 1
G_lj = g”Rﬂ -— T?;‘ RS} (34.3)
11 prodotto interno di (34.2) per gmpgin e I'applicazione di
(33.1), (33.3) e (32.3) danno I'equazione
Ry — g"Rjrn — g™PRumr,p = 0,

che potrebbe essere scritta

R,r = 2gjnRjr,n. (34.4)
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Derivando la (34.3) in modo covariante si ha
1 C 1
G'si= giRus— 5 R;8; = gilRy; — o R

cioé
Gy =0. (34.5)

Questa equazione & importante nella teoria della relativita.

35. Curvatura di Riemann. Da due qualsiasi vet-
tori A¢ e B in un punto di un V, possiamo costruire I'in-
variante Ryj,pATAnBIBP. Consideriamo che cosa succede se
si sostituiscono i vettori At e Bt con le due combinazioni

lineari
Xi =2At + pBi, Y!= pd?+ 1B,

dove ), g, p e 7 sono invarianti. Il calcolo diretto, con l'aiuto
di (32.3), dimostra che :

RyjupXTXnYI1YP = (At — pu)? RympATABIBP.

Cosi I'espressione RyspATAnBIB?, che & un invariante ri-
spetto alle trasformazioni di coordinate, & guas: un inva-
riante per trasformazioni lineari di vettori. Al fine di otte-
nere un’espressione che sia invariante anche per trasfor-
mazioni lineari di vettori osserviamo che

(grngsp — rpgm) XTXnYIYP

= (\Mpn + 1Bn) (AA™ + uB") (p4p + tBy) (pA? + wB?)

— (A p + pBy) (pA? + tBP) \A; + uBy) (pA! + <B)

= (e4M24% + epp2B? + 2\ cos 0 AB) (e4p?4% 4 epv®B? +
+ 207 cos 0 AB) — (earpA2+-eputB? + [Mv+pw] cos 6 AB)?
= (A1 — ®p)? (eaep — cos? 0) 4A2B*

= (At — pp)® (grngsp — &ro€m) ATA"BIB?,
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dove 0 & I'angolo tra i vettori A¢ e Bi. Ne consegue che

rAnBiB?P
K= Rimpd"A"B'B (35.1)

= (erngip — Erogm) ATA"BIBP

¢ un invariante che rimane immutato in un punto quando
i due vettori che lo determinano sono sostituiti da una qua-
lunque combinazione lineare. Questo invariante & detto
curvatura di Riemann dello spazio Vi associata ai vet-
tori A% e B, Si noti che il denominatore di K & unitario
se i vettori A% e Bt sono vettori ortogonali unitari.

In ogni punto di uno spazio bidimensionale esistono solo
due vettori indipendenti. Quindi la curvatura di Riemann
di un V, & determinata univocamente in ciascun punto.
11 suo valore si stabilisce facilmente scegliendo i due vettori
le cui componenti sono rispettivamente (1,0) e (0,1). Si
ha allora

o 5_121,,272 _ R (35.2)
811822 — £12 g

36. Spazio piatto. Diclamo che uno spazio ¢ piatto
se K = 0 in ogni punto di esso. Da (35.1) si ha che condi-
zione necessaria e sufficiente perché cid si verifichi & che

Rr]‘np ATA”LB_’;BP = 0

per tutti i vettori A% e B In virth delle equazioni (32.3)
si ha che

Rrjnp + Rm‘rp + Rnprj + Rrpn:/ = 0:
cioé,
Rrjnp + Rrpnj - 0,
che puo essere scritta

Rrjnp = Rrpjn .

Scambiando §, # e # ciclicamente, si ottiene

Rmpj = Rrjnp ’
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e quindi
Rrjnp = Repjn = Rrnpj -

Sostituendo in (32.4) si ricava immediatamente

Rrjnp - 0.

Inversamente, se Rypjp = 0, & chiaro che K = 0. Percio,
condizione necessaria e sufficiente a che uno spazio Vn
sia piatto, & che il tensore di Riemann-Christoffel sia identi-
camente nullo.

In uno spazio piatto Rfjm, =0, quindi da (31.2) dedu-
ciamo che in uno spazio piatto le equazioni A4y = 0 sussi-

(3
—;—; - da Egi = 0: pertanto
in uno spazio piatto la proprietd di parallelismo & indipen-
dente dalla scelta di una curva. Potremmo dire ciog che il
parallelismo & una proprieta assoluta di uno spazio piatto.

Un esempio familiare di uno spazio piatto & lo spazio
euclideo bidimensionale per il quale la metrica ¢ ds? = dx® +
+ dy? in coordinate cartesiane ortogonali, e ds? = dr? + r2d6
in coordinate polari.

stono. Il prodotto interno per

Esercizio. Se la metrica di uno spazio piatto bidimensionale
& f(r) [(dx)? + (dx®)?], dove (r)? = (#1)% + (#)%, dimostrare
che & f(¥) = c(»)¥ dove ¢ e % sono costanti.

37. Spazio a curvatura costante. Vogliamo ora con-
siderare spazi in cui la curvatura di Riemann in ogni punto
non dipende dalla scelta dei vettori associati 4% e Bi. Da
(35.1), si ha che condizione necessaria e sufficiente a tal
fine & che risulti

{K (grngsp — Erp€in) — Rrjmp} ATABIB? = 0

per tutti i vettori A% e Bé Un calcolo analogo a quello del
paragrafo precedente dimostrerd che questa condizione si
riduce a

Rrjnp = K(grngjp — 8rp€in)s
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dove K & ora una funzione delle coordinate xt.
La derivazione covariante da

Rymp,t = K t(grngip — ro€im)-
Sostituendo nell’identita di Bianchi (34.2) otteniamo

K"(gm"gfp - gml’g:in) + K,n(gmpgjr - gmrgjp)
+ K, p(gmrgin — Emngsr) = 0.

Il prodotto interno per gmng/P da poi
(N—1) (N—2)K,=0.

Di qui segue, se N > 2, che K & costante. Abbiamo cosi
dimostrato il teorema di Schur: «se in ciascun punto di
uno spazio Vn(N > 2), la curvatura di Riemann ¢ funzione
delle coordinate soltanto, allora questa ¢ costante in tutto
il ¥n». Un tale Vn ¢ detto spazio a curvatura costante.

La metrica del V, formato dalla superficie di una sfera
di raggio a & ds? = a?(d0® + sen2 0 dy?) in coordinate po-
lari sferiche. Il lettore verifichi che Ry, = a2 sen?0 e che
di conseguenza, per la (35.2), la superficie di una sfera ¢é
una superficie a curvatura costante, pari a 1/a® se a € il
raggio della sfera.

Esercizio 1. Dimostrare che uno spazio a curvatura co-
stante ¢ uno spazio di Einstein.

Esercizio 2. Dimostrare che in uno spazio euclideo V,
I'ipersfera

#1 = ¢ sen O sen @ sen ¢, #% = csen O sen g cos

#% = csen 0 cos o, %t = ccos

¢ un V, con curvatura costante ed uguale a 1/c2.



Caritoro VI

GEOMETRIA DIFFERENZIALE
TRIDIMENSIONALE EUCLIDEA

La geometria euclidea studia le proprieta delle figure
che sono invarianti rispetto alle traslazioni e alle rotazioni
nello spazio. Essa pud essere suddivisa in geometria alge-
brica e geometria differenziale. La prima studia, attraverso
metodi algebrici, proprietd «in grande» di enti geometrici,
quali, per es., la classe o il grado di una curva. La seconda
discute, per mezzo del calcolo, proprieta «in piccolo »: per
es., la curvatura totale di una superficie in un punto, la
quale, com’¢ noto, dipende soltanto dalla forma della super-
ficie in quel punto. Questo capitolo non pretende natural-
mente di costituire un corso completo su tale soggetto.
Tuttavia, viene sviluppata una teoria sufficiente a indicare
scopi e possibilitd del metodo tensoriale.

38. Tensori di permutazione. Introduciamo nello
spazio tridimensionale euclideo le quantita definite da

— ) 1
€5k = Vg eijr; gk — ~= €ijks (38.1)
I'g
dove ¢ sono i simboli di permutazione definiti dalle
seguenti condizioni:
a) eyr =0, se due degli indici 7, § e % sono eguali,
b) €195 = €a31 = g0 = + 1,

C) €13 = €39 = €33 = — 1,
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e g ¢ il determinante formato dal tensore fondamentale
g7 dello spazio riferito ad un sistema generale di coordinate,
che non & necessariamente un sistema cartesiano ortogo-
nale. Le definizioni ci dimostrano che ey, £iyx, €Y% sono
emisimmetrici in tutti i loro indici. (Notare che in questo
capitolo Vlintervallo di variazione degli indici latini & da
1 a 3).

Innanzitutto proveremo che, malgrado e;; non sia un
tensore, sia g5 che €% sono tensori. Osserviamo che

o 0¥ o ok oxd daf oaF
U SxU oxm oxn ¥ 3l dxm oxm
oxt dxd dxk

T T awm o oxn

. oxt ox/ oxk | .. ..
Cosl ez = em ae © emisimmetrico in [/ e m; ugual-
ox! oxm ox®
mente esso & emisimmetrico negli indici /, m e n. Ma questa

\

espressione, a parte il segno, & il determinante jacobiano
ox’

3 |- Pertanto dalla teoria dei determinanti deriva che

ox’
oxs |’

. oxt oxf oxk —
ik 5%l oxm oxm | mm

Ora il tensore fondamentale g;; si trasforma in g;; quando
si passa ad un nuovo sistema di coordinate x¢. Dalla (21.1)
rileviamo che i loro determinanti, g e g, soddisfano 'equa-
zione.

oxr 2

B8] o

Le quantita g si trasformano in gy, dove

Oxt 391 oxk
oxt oxm oxn

= Vg e

o
Yz

Elmn = VE Clmn = l/g Clmn
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Ne consegue

. oxt dxf  Oxk
= Ty T T =_""" 382
Elmn Eijk >%l oxm oxm ( )

dal che si vede che gz & un tensore covariante del terzo
ordine. Inoltre

glmn __1_ e — _;,1, ,bxr_ P _ 1 e bxi oxm bx’f .
T T g ow [Ty T ow ot ok
pertanto,
. _.. Oxb dxm dam
glmn — ctik

oxi oxl  dxk

il che dimostra essere g!™® un tensore controvariante del
terzo ordine. Chiamiamo g e €% tensori di permuta-
zione.

Se il sistema di coordinate & cartesiano ortogonale g =1
e i tensori di permutazione hanno come proprie compo-
nenti i simboli di permutazione. In questo sistema di coor-
dinate i derivati covarianti g;;¢, € %% ;, i quali sono entrambi
tensori, sono zero. Di conseguenza i derivati covarianti
eijk,1 € €78 ; sono tensori nulli in tutti i sistemi di coordi-
nate. Cid significa, in particolare, che i tensori di permu-
tazione si comportano come costanti rispetto alla deriva-
zione covariante.

Dal vettore covariante A4; si pud formare il vettore

B = efkld,

che chiamiamo rotore del vettore 4; e indichiamo col sim-
bolo rot A; (oppure curl A4;).

Esercizio 1. Stabilire direttamente, che gyz,; = 0.

Esercizio 2. Provare che egr = gugimgrac'™".

3
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Esercizio 3. Dimostrare che le componenti di rot 4; sono
1 ( ody 542;) ! (%1, _ o )
lg ! dx? oxd g \ %3 oxt )’

1 ( 0dy 04 )
‘g . oxl Ox?

39. Prodotto vettore. Dai due vettori covarianti 4;
e B; possiamo formare il vettore controvariante

Ct = EijkAjB}c . (391)

Allo scopo di dare un’interpretazione geometrica al vettore
Ct, scegliamo un sistema di coordinate cartesiane ortogo-
nali. In un tale sistema, la distinzione tra controvarianza
e covarianza sparisce e le C? sono ora le componenti del
prodotto vettore di 4; e B;. Pertanto C* & un vettore di
grandezza AB sen 0, dove 6 & l'angolo tra questi vettori,
ortogonale ad entrambi i vettori A; e B;, e di verso tale
che A;, B; e C? formino una terna levogira.

40. Formule di Frénet. In questo numero ci occu-
peremo di proprietd differenziali delle curve. Supponiamo
che una curva sia data dalle equazioni x¢ = x%(s), dove il
parametro s ¢ 'ascissa curvilinea lungo la curva. Allora il
versore della tangente alla curva, & Tt = dxt/ds e soddisfa

. . . . 3T
Iequazione g;;T¢17 = 1. Derivando otteniamo g;; ES 17 =0.
¢
Cioe, Y € un vettore ortogonale al versore tangente.

La sua grandezza x & chiamata curvatura della curva,
ed il versore
1 37Tt
Ni=— —— 40.1
% 3 (£0-1)
¢ detto versore della normale principale.
Definiamo ora il versore della binormale, B¢, come il
vettore unitario, ortogonale sia alla tangente che alla nor-
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male principale, e orientato in modo tale che i versori
della tangente, della normale principale e della binormale
formino una terna levogira. Percio da (39.1) abbiamo

Bt = &iikT;Ny. (40.2)

Dal momento che i vettori T¢ e Nt sono ortogonali, si ha
giyTtN7 = 0. Per derivazione intrinseca si ottiene

N7 Y A
gig1? s -+ g5 55 Ni=0.

. . . T .
Ponendo in questa relazione al posto di —g -- 'espressione

ds
per essa data dalla (40.1) e sostituendo gy NiN¥ con gyT¢T7,
entrambi uguali all’unita, si ha:

N7
STil 7\
g”»:r( 55 —|—xT) 0.

- C N7 .
Derivando gi;N'NJ =1, si ottiene gy V¢ 5 = 0; cosi

)
gijIN? (%Z\s]— -+ fo) =0,

N7 - .
—— -+ 17 risulta ortogonale sia al

ds
versore tangente 7 che al versore della normale principale
Nt cioé esso ha la direzione del versore della binormale
BJ, e possiamo scrivere

. 3
e pertanto il vettore —

1 ( oI J. (40.3)

Bl = = + »TY
T\ O ,

L’invariante 1 cosl introdotto & detto torsione della curva ().
Si noti che 17 pud essere positiva o negativa, laddove in-

(1) In alcuni testi T sta viceversa a indicare l'inverso della tor-
sione,



68 B. SPAIN

vece la curvatura, come grandezza di un vettore, & essen-
zialmente positiva.

Derivando la (40.2) intrinsecamente e tenendo conto
delle (40.1) e (40.3) si ha

3B 3T ) 3N
02 gk 241 sk, OVEK
Ss ¢ ds Ni + T4 3s

= ueWkN;Ny + /6T ; [tBr — wT]
relazione che si riduce, a causa dell’emisimmetria di e¥*, alla

B!
- 8;_ — TSijijBk-

Ma T, N;, B; formano un sistema levogiro di vettori uni-

tari; cosl €/kT;By = — Ni e le nostre equazioni divengono
3B
5T TVE, (40.4)

Le relazioni (40.1), (40.3) e {40.4) sono chiamate for-
mule di Frénet. In considerazione della loro importanza
nella teoria delle curve raggruppiamo queste formule in-
sieme, per un comodo riferimento, nella forma

\ o= XN

= —xTi + B (40.5)

,%fl = — 2Nt

Se il sistema di coordinate & cartesiano ortegonale le
derivate intrinseche diventano le derivate ordinarie e si
ritrovano le ben note formule di Frénet.
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. . 3Tt 3T
Esercizio 1. Dimostrare che »% = g;; - S ds

3Ny

Esercizio 2. Provare che 1 = ¢¥TyN; - i

Esevcizio 3. Un’elica & definita come una curva il cui vet-
tore tangente forma un angolo costante con una direzione
fissa. Provare che condizione necessaria e sufficiente perché

\

una curva sia una elica, & che il rapporto della torsione alla
curvatura sia costante.

3Ty 8T; BTy d [z
i2i e 028 007 Ok . )
Esercizio 4. Provare che ¢ 55 52 8¢ L ( )

Quindi una curva & una elica se e solo se

2 3
ciik 85, ,8,,,Tf, ,8 T _
ds 82 §s?
41. Superfici - Prima forma fondamentale. Le tre
equazioni

= al(ut, u?); 2= 2%, u?); 2 = x3(d, u?), (41.1)

dove ! e u? sono parametri e le xf sono tre funzioni di #!
e u® reali e continue rappresentano generalmente una su-
perficie. Queste equazioni pilt brevemente possono essere
scritte x? = x%(u%), intendendo naturalmente che gli indici
greci varino sempre da 1 a 2. Un punto nel quale la matrice

i
jacobiana —bb:a} ¢ di rango due, & detto punto regolare.

Un punto potrebbe essere non regolare per uno di questi
due motivi: o perché & una singolarita della superficie
(per esempio, il vertice di un cono), o perché ¢ una singola-
rita della rappresentazione parametrica [per esempio, i poli
di una sfera: v. equazione (41.2)].

Ciascuna coppia di valori di »* determina un punto sulla
superficie. Cioé, le u* formano un sistema di coordinate
sopra di essa. Quindi un’equazione del tipo f{u?, u?) =0
deve definire una curva. Anche se un unico punto della su-
perficie corrisponde ad una coppia prefissata di valori ue,
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Y

non & necessariamente vero il contrario. Cid ¢ illustrato
dalle equazioni

x! = g sen u! cos u2; x% = asen u!sen u?; 11.9)
x3 = a cos ul, (4.
che individuano la superficie di una sfera di raggio . Qui
e nel seguito, tuttavia, considereremo i parametri limitati
in modo che anche il contrario sia valido. Nel nostro esem-
pio bastera, a tal fine, che siano soddisfatte le limitazioni
0<u'=< me0=<u?<2m: cosl, fatta eccezione per idue
poli, a ciascun punto della sfera corrisponde una coppia
unica di valori delle #®. Le equazioni #' = 0 e #! = 7 non
rappresentano curve, ma i due poli, rispettivamente (ai
poli, la coordinata #? ¢ indeterminata).

Escluderemo dalla nostra discussione i punti singolari,
considerando soltanto la porzione di una superficie in cui
vi & una corrispondenza univoca tra i suoi punti e le coppie
di valori delle coordinate #*. Cioé in questa porzione ogni
curva della famiglia #* = costante interseca ogni curva
della famiglia #? = costante in un punto solo. Le curve
ul = costante sono chiamate curve u2, e le curve #? = co-
stante, curve ul. Globalmente esse sono definite curve
coordinate o parametriche sulla superficie. Scegliamo
lungo una curva coordinata la direzione positiva corri-
spondente ai valori crescenti delle variabili #! o %2 rispetti-
vamente.

I vettori controvarianti dxf e du® che rappresentano lo
stesso spostamento nello spazio e sulla superficie rispetti-
vamente, sono collegati dalle equazioni

1
dxi = % duc (41.3)

dove estendiamo la convenzione della sommatoria agli indi-
ci greci. Quindi 'elemento lineare ds sulla superficie & dato da

oxt oxd
2 idx] — _ 8
ds gijdx dx gif Sus oub du® dub.
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Scriviamo
. oxt dxd
Aop = 8ij s ok (41.4)

da cui risulta chiaro che a5 & simmetrico, ed abbiamo cosi

ds? = ageducdub. (41.5)

Applichiamo a questa equazione la legge del quoziente.
Poiché aqs & simmetrico ne consegue che aq ¢ un tensore
covariante rispetto alle trasformazioni del sistema coor-
dinato #*. Lo chiameremo il tensore superficiale fon-
damentale. Analogamente aqgducdu® ¢ detta prima forma
fondamentale della superficie.

Scegliamo un sistema di coordinate cartesiane ortogo-
nali nello spazio. Otteniamo allora la metrica nella nota
forma

ds? = Edu® 4 2Fdudv + Gdv?,

dove u = ul, v =ue

oxt oxt oxt Ot oxt oxt
E=3% 7 -3 T =%
P  F % du ov G % dv

42. Vettori superficiali. Quando trasformiamo le co-
ordinate nello spazio, dxi & un vettore controvariante ma
du* & un invariante. D’altra parte, se trasformiamo le co-
ordinate #* sulla superficie, dxf & un invariante ma duc &
un vettore controvariante. Quindi le equazioni (41.3) in-
dicano che possiamo considerare dxt/du® tanto come vet-
tore spaziale controvariante quanto come vettore super-
ficiale covariante. Possiamo percid introdurre la notazione

i oxt
* = s

X (42.1)

e riscrivere la (41.4) nella forma

s = GirF oy (42.2)
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Una curva sulla superficie & rappresentata parametri-
a

. dus |
camente dalle equazioni u¢ = wa(f). Il vettore ;% € un

vettore tangente a questa curva. Le sue componenti spa-
ziali sono date dalle equazioni

dxt oxt  dur s du®

@ owe at T vt - (42.3)
Ma, se le dx'/dt sono assegnate, le (42.3) costituiscono un
sistema di tre equazioni nelle due incognite duc/dt. Esso
in genere non ammette soluzioni, a meno che il vettore
non giaccia sulla superficie, nel qual caso esisterebbe una
unica soluzione.

Consideriamo ora un campo di vettori superficiali 4e.
Mediante le equazioni differenziali due/df = Ae, possiamo
individuare un’unica curva C sulla superficie, una volta
che il campo vettoriale sia fissato in qualche punto parti-
colare. Allora 4* ¢ un vettore superficiale tangente a questa
curva C. Designamo le componenti spaziali di A® con A¢f;
le equazioni (42.3) specificano che queste componenti sono
legate dalle relazioni )

At = x} 4@, (42.4)

La grandezza del vettore 4% & data da

(A) = gusdidl = gipniad A,
cioé
(A)? = agsdads. (42.5)

In particolare duc/ds & il versore tangente ad una curva
sulla superficie, se il parametro s & l'ascissa curvilinea
lungo di essa.

L’angolo 6 tra i due vettori unitari A% e B si ottiene da

. cos § = gy;AIBI = g;jxéxéA“Bﬁ,
cioé
cos § = a,pAd*Be. (42.6)
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Segue che condizione necessaria e sufficiente per 1'ortogo-
nalitd di due vettori superficiali A¢ e B* & che

aogAB? = 0. (42.7)

Dalle equazioni (42.5), (42.6) e (42.7) vediamo che le
formule abituali si applicano ugualmente bene nel caso
della superficie, purché si impieghino in esse le compo-
nenti del vettore sulla superficie ed il tensore superficiale
fondamentale. Possiamo ancora nel modo usuale innalzare
ed abbassare gli indici dei tensori superficiali usando il
tensore superficiale fondamentale a,3 e il suo coniugato
tensore simmetrico a%®.

Questi due tensori sono legati dalle equazioni

Aq3a™Y = Sg, (428)

dove 3% ¢ la delta di Kronecker, bidimensionale. Si pud
notare che

all = agfa; a'? = a®' = — ay,fa; a® = ayja, (42.9)

dove
a = ay,ag — (@)%

.. . r
Esercizio. Dimostrare che 4, = x,4,.

43. Tensore superficiale di permutazione. Ab-
biamo introdotto, al numero 38, i tensori di permutazione
nello spazio. Introduciamo analogamente sulla superficie
le quantitd definite da

1

Eop = |4 €ap; €% = i Cags (43.1)
a

dove

€11 =63 =10, ep=+1; ey=—1.

Si lascia come esercizio ai lettori dimostrare che g € €98
sono tensori superficiali emisimmetrici rispettivamente co-
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variante e controvariante. Essi sono detti tensori super-
ficiali di permutazione. Vediamo che si pud ottenere
€qs da €% abbassando gli indici poiché eqs = @ayasser®.
Stabiliamo ora un’importante formula per l'angolo 6
tra i due vettori unitar: A* e B®. Quest’angolo & dato da
cos 0 = apd*Bt. Di conseguenza, usando la (42.6) si ha

sen? 0 = 1 — ag,A*BPa,sAYB?
= (Aaydss — Aopays) AAYBEBS
= aeqsezA*A1BEB?
= guse,pd2AYBEBE
= (easdoB?)2.

Per rimuovere I'ambiguita del segno si sceglie per conven-
zione il valore di 0 che soddisfa alla condizione

sen 0 = + gq34°B?. (43.2)

In accordo con tale convenzione, diciamo che la rota-
zione da Cea D= ¢ positiva se I'invariante g,sCeD8 & positivo.
Cid equivale a scegliere come rotazione positiva quella che
porta da C* a Do attraverso un angolo minore o uguale a 7.

Formiamo il vettore controvariante

Bt = g4, (43.3)
dal vettore covariante wnitario A, La sua grandezza &
data da

(B)? = agpBuB? = gggevee®4 A5
= agp(e'?)? (4,)% + 2a56"%M 414, + a;,(e?)? (4,)?
1
= @ {‘/122(/11)2 —2a,54,4, + au(Az)z}’
ciog, in virtu delle (42.9),
(B)? = a'(4,)? + 2a24,4, + a%2(4,)?
= a%4,d = (A)2 = 1.
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Cost Be & un vettore unitario. Inoltre 'angolo 6 tra A« e Be
soddisfa alle condizioni-

sen § = €3 A2BP = %4 By = BBy = 1.

Percid 6 = /2, ¢, con la precedente convenzione, l'equa-
zione (43.3) determina il vettore unitario B* ortogonale al
vettore unitario A* e orientato in modo che la rotazione
da Ae a Be sia positiva.

Applichiamo ora la (43.2) per calcolare I'angolo @ tra
le curve coordinate. I vettori unitari tangenti alle curve

. . 1 1 ..
u! e u?, sono rispestivamente ——- 87 e ——= 35 . Quindi lo
. ey 7 lay
angolo « soddisfa alle condizioni

1
senw = ——— gdtdf = =gy = / —-—-- . (43.4)
11025 l/ a11a22 @120

Rileviamo di qui che la rotazione, a partire dalla direzione
di una curva «! fino a quella di una curva %%, & sempre
positiva.

E facile dedurre che la condizione necessaria e sufficiente
perché le curve coordinate siano ortogonali in tutti i punti
della superficie, ¢ che a,, si annulli ovunque. Allora diciamo

che le coordinate sono curvilinee ortogonali.

44, Derivazione covariante superficiale. Possiamo
formare i simboli di Christoffel partendo dal tensore super-
ficiale fondamentale aq3, € introducendo quindi la derivata
covariante e le derivate intrinseche, che sono ora dei ten-
sori superficiali. Az indicherd cosi la derivata covariante
di A, rispetto a #8. Scrivendo per esteso si ha

A, QszA

ot {aB)

Non ci sard confusione tra i simboli di Christoffel formati
con il tensore g5 e quelli formati con s, poiché gli indici

Agp =
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latini e greci distingueranno chiaramente quale simbolo si
vuol indicare. Possiamo anche formare il tensore superfi-
ciale di Riemann-Christoffel R% s da aos ed il tensore su-
perficiale di curvatura Regys = aeoR3s.

Riprendendo l'argomento del n. 26, possiamo dimo-
strare che sulla superficie le geodetiche sono le soluzioni

delle equazioni differenziali
3 ’du“)_dzu“ (o ) dup dur
*s?(’*dsi =i Ty ds a0 WD

Corrispondentemente alla (27.1) si ha altresi 1'equazione

aus  dud
L 1 (44.2)
cui devono soddisfare le geodetiche. Quindi, in pratica, dob-
biamo considerare soltanto una delle due equazioni (44.1)
insieme con l'equazione del primo ordine (44.2).

Come al n. 28, possiamo introdurre sulla superficie un
sistema di coordinate geodetiche, in modo che in un parti-
colare punto, detto polo, tutti i simboli di Christoffel super-
ficiali siano nulli. Nel polo, la derivata covariante e le deri-
vate intrinseche si riducono rispettivamente alle corrispon-
denti derivate parziali e totali.

La teoria del parallelismo, accennata al n. 29, si applica
anche ai vettori superficiali. Il campo vettoriale A si dice
parallelo lungo la curva we = #o(f) se

34« ade

Ve dur
Tyt =

& T dt

Si noti che le derivate covarianti di @, a% e g sono
nulle. Non possiamo applicare il metodo del n. 38 per pro-
vare che gqpy € s“f sono zero, perché generalmente & impos-
sibile scegliere un sistema cartesiano ortogonale di coordi-
nate su di una superficie arbitraria. Scegliamo invece un
sistema di coordinate geodetiche. Nel suo polo, i sim-



GEOMETRIA DIFFERENZIALE ECC. 77

boli di Christoffel sono nulli e di conseguenza sono pure
nulle le derivate parziali di aqs. Le derivate parziali del de-
terminante a sono percid nulle nel polo, e cioe €4,y € 5“5 sono
qui ambedue zero. Ne consegue immediatamente che questi
tensori sono nulli in ogni punto della superficie e in tutti
i sistemi di coordinate. Percid i tensori superficiali di permu-
tazione si comportano come costanti rispetto alla deriva-
zione covariante superficiale e alla derivazione intrinseca.

Esercizio. Dimostrare che le condizioni affinché le curve
! ]

11 “061225 =0,

rispettivamente. Semplificare queste condizioni per il caso che

il sistema di coordinate sia curvilineo ortogonale.

u! e le curve #? siano geodetiche sono 3

45. Curvatura geodetica. Al n. 40 abbiamo stabi-
lito alcune proprietd differenziali delle curve nello spazio.
Considereremo ora, allo stesso fine, curve appartenenti a
una superficie. La curva sia data dalle equazioni u* = u(s),
dove s &, al solito, I'ascissa curvilinea lungo la curva. Il
vettore unitario superficiale tangente alla curva &, come
sappiamo,

du~

o=y (45.1)

Poiché #* & un vettore unitario, abbiamo aqt*#* =1 e la

o N otb o
derivazione intrinseca da a.st® N = 0. Cido dimostra che

Sta 8

EYS ¢ un vettore superficiale ortogonale al vettore tan-

gente ¢*. Indichiamo il vettore unitario nella direzione di
a
—— con n* Allora

ds

Lo = one (45.2)

3s

dove & & un invariante chiamato curvatura geodetica

della curva. Diciamo anche che »* & il vettore unitario
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superficiale normale alla curva, e scegliamo la sua dire-
zione in modo che la rotazione da £ a #* sia positiva. Percid

Caglond = 1,

e le equazioni (45.2) determinano ¢ univocamente sia in
segno che in grandezza. E ora chiaro dalla (43.3) e dal
n. 17 che

ne = -+ g%,

1B = — eudp,,

La derivazione intrinseca della prima equazione da

9
o = gap Eti = oen, = — off.

s € ds

Combinando questa con la (45.2) otteniamo le relazioni
superficiali di Frénet per una curva:
dt Ino

= gno:

T 8s

= — ol (45.3)

Sebbene {¢ sia lo stesso vettore chg T%, le loro componenti
sono legate dalla relazione T% = x'». E importante notare
che #* non ¢& in generale né la normale principale N, né la
binormale B?; essa giace comunque nel piano normale alla
curva determinata da Nt e B,

Lungo una geodetica della superficie si ha 3/%/8s = 0 e
quindi ¢ = 0. Inversamente, se ¢ =0 si ha 8/3s =0,
e la curva & cosi una geodetica. Percid, condizione neces-
saria e sufficiente affinché una curva sia una geodetica &
che la curvatura geodetica sia zero.

Esercizio. Dimostrare che le curvature geodetiche delle
curve coordinate sono

[ a (2 ! a 1
o) = l// (;1;)3? 11 % » O(g) = — ‘/ 7(;27255 g 22% d
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46. Vettore normale. Vogliamo trovare ora una
espressione per il vettore normale unitario &f nel generico
punto di una superficie. Scegliamo il suo orientamento in
modo che la curva #!, la curva #2, e la normale in quel
punto, formino un sistema levogiro. I vettori superficiali
unitari tangenti alle curve coordinate, sono rispettivamente

1 1 . . . .
—— 3Je - 83, e le componenti spaziali corrispondenti

V‘Tu Vg

sono —i:- xh 3l e —L x% 82, cioé
a1y Fag, an Vag
In virtt delle (43.4) e della forma covariante della
(39.1) si ha
]/J*’ EZ = Eijk 'f;lf: x';. x;c,
1192 | A
cioe
1 ik
E_,i = ’i’/; Eijkxl x2 . (46.1)

Non & chiaro che &; sia un vettore covariante per la presenza

di Va in questa equazione. Peraltro la forma del vettore si
vede chiaramente dall’equazione equivalente

1
b= el (46.2)

A fini di calcolo & pitt adatta la (46.1), che pud subito
essere scritta in forma di determinante; a scopi teorici &
invece preferibile la (46.2). Poiché il vettore & mnon giace
sulla superficie, non c¢’¢ il corrispondente vettore superfi-
ciale £,. Avremo spesso bisogno dell'importante equazione

gty =0, (46.3)
la quale esprime che la normale &! & ortogonale al vettore

superficiale xg Questa equazione & anche una conseguenza
immediata dalla (46.1).
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Esercizio. Si consideri la superficie rigata ¢ costituita dalle
rette tangenti a una curva, o superficie circoscritta alla curva.
Si dimostri che le normali a ¢ in tutti i punti di una sua gene-
ratrice g sono tutte parallele alla binormale alla curva nel
punto di contatto con g.

47. Derivate tensoriali di tensori. Nella teoria delle
superfici si ha a che fare con tensori che possiedono indici
latini e greci, per esempio x Tutti questi tensori in tale
teoria saranno controvarianti rispetto allo spazio, ma cova-
r1ant1 rispetto alla superficie. Possiamo quindi scegliere
A come un tensore tipico. Quando cambiamo ambedue i
s1stem1 coordinati, nello spazio e sulla superficie, la legge
di trasformazione ¢&

oxt ouP

Ay = Al )
5 oxt ome

Ci chiediamo ora: quali tensori possono essere costruiti
mediante derivazione? Seguiremo qui strettamente il n. 30.
Se il nostro spazio ¢ euclideo, il concetto di parallelismo in
esso non dipende dalla scelta di una curva. Di conseguenza si
sceglie nello spazio un campo vettoriale parallelo arbitrario
Xj. Sulla superficie si prende un campo vettoriale parallelo
arbitrario Y lungo la curva C il cui parametro & £. Quindi

aX; (7)) dxk

@ (5"'_0
dY“ (o) _
By Vg =

Si formi linvariante 4!X;Y Derivando e tenendo
conto delle equazioni del parallelismo, si ha
,,4::1,, X;Ye -+
at °

ATy @ o i S %) dw
42 in SX, fy AuXi(BYSY o

ﬁmmm=
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cioe¢, eseguendo un opportuno cambiamento di indici satu-
rati: .

) k ‘ E? i- dud Va
SAix?, ~ o AgJWX@Y :

Applicando ora la legge del quoziente, vediamo che I'espres-
sione in parentesi quadra, ¢ un tensore, che chiameremo
derivata tensoriale di A rispetto a u# e indicheremo

con la notazione «a punto e virgola»
i

i o e

WP pup

A inoa | e (4
o XY= e T

{2 [ 88 i
—|—21.kSAaxB 30455‘45' (47.1)

E possibile scegliere un sistema cartesiano ortogonale
nello spazio e un sistema geodetico sulla superficie; allora
nel polo, le derivate tensoriali divengono le derivate par-
ziali. In conseguenza le leggi di derivazione tensoriale sono
le stesse che si applicano alle derivate covarianti.

Dobbiamo ora estendere il concetto di derivazione ten-
soriale ulteriormente ai tensori nello spazio e ai tensori
superficiali. E chiaro che le derivate tensoriali di tensori
superficiali sono identiche alle loro derivate covarianti. Se-
guendo il metodo di questo paragrafo, vediamo che la deri-
vata tensoriale di un tensore nello spazio rispetto ad
¢ il tensore ottenuto mediante il prodotto interno della

. . . . 1
sua derivata covariante, fatta rispetto a x?, per il tensore x,.

Per esempio A = A"%x%. Percid le derivate tensoriali di
gis, 89, 8?, €igk, €9F, aag, 4%, 35, eup, € €% somo tutte zero.
Cio¢ questi tensori possono essere trattati come costanti
rispetto alla derivazione tensoriale.

48. Seconda forma fondamentale. Per derivazione
tensoriale si ha



82 B. SPAIN

. . i . . . . s
relazione che dimostra essere x,,, simmetrica in « e B. Cioé

Xy, q = x;;a. Ora la derivazione tensoriale di {42.2) da
i e
gifxa;-{x‘g + gifxaxg;y = 0.

Sottraiamo questa equazione dalla somma delle due ana-
loghe equazioni ottenute permutando circolarmente «, 8
e . Poiché x,., & simmetrico, il risultato &

gigte ¥ = 0. (48.2)

Questo dimostra che xf,s & un vettore spaziale contro-
variante ortogonale a tutti i vettori xi giacenti sulla su-

perficie. Quindi ha la stessa direzione del vettore normale
i. Devono esistere pertanto quantitd bes tali che risulti
pe q p

%hyg = bagkl. (48.3)

a

Inoltre, ne consegue che le by formano le componenti di
un tensore superficiale covariante simmetrico. Le equa-
zioni (48.3) sono conosciute come formule di Gauss.
Poiché & & un vettore unitario, il prodotto interno di (48.3)
per &;, ove si tenga conto della (46.2), da

1 1
bap = b} s‘f‘?e‘jkxi; ijxg = ;/A e”kxi;ax{x’; . (48.4)
a

La forma quadratica
boaducdub (48.5)

¢ detta seconda forma fondamentale della superficie.
Ora & possibile costruire I'invariante

H= ; 4%b,s, (48.6)

che & detto curvatura media della superficie.
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Esercizio. Se le coordinate spaziali sono cartesiane orto-
gonali, dimostrare che

1 0%yt k
bap = *‘7‘;_* Sijk %Jpxlxz .

49. Terza forma fondamentale. La derivazione tenso-
riale dell’identita gy£¢E/ = 1 fornisce la relazione g%/, = 0.
Cioe, E{ o & un vettore spaziale controvariante ortogonale
al vettore normale. Percid esso giace sulla superficie, e di
conseguenza esistono delle quantita %> tali che

£, = nix. (49.1)

La legge del quoziente stabilisce allora che w2 forma un

tensore superficiale misto. Derivando ora tensorialmente
la (46.3) otteniamo

gl 1 + guind,, =0,
che, tenendo conto delle (49.1) e (48.3), si riduce a
gipnixial + gisEibest! = 0.
Applichiamo la (42.2) ed i risultato &
bap = — apMo: (49.2)

II prodotto interno per afe da
ne = — aPbeg; (49.3)
e possiamo cosi riscrivere la (49.1) nella forma
B = — atPbo,xl. (49.4)
Queste equazioni sono conosciute come formule di Wein-

garten.
Introduciamo il tensore superficiale simmetrico

cap = 8isE; bl (49.5)
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e formiamo da esso la forma quadraticd cueducdu®, che &
detta terza forma fondamentale della superficie.

Esercizio. Dimostrare che cog = a¥® baybps.

50. Equazioni di Gauss-Codazzi. Siamo ora in con-
dizioni di trovare le formule centrali della: teoria delle su-
perfici. Per il momento supponiamo che le coordinate spa-
ziali siano cartesiane ortogonali, e che le coordinate sulla
superficie siano geodetiche. La derivazione tensoriale di
(48.1) da, nel polo, v

i _ o%xt -0 3 (¢ E i
op)

et = Susoubour | out
d 3 c ;_ 0 % c %
ouP Loy our (of

L’espressione in parentesi quadra & il tensore superficiale
di Riemann-Christoffel R, mnel polo. Abbiamo cosi la
equazione tensoriale

X A= R (50.1)

a3By ~ Yoz T thoaByTe

Cosl

é i
Zg-

i
Zaspy — Fazd =

che deve essere verificata in ogni punto della superficie

e in tutti i sistemi di coordinate. -
Sostituendo dalla (49.4) nella derivata tensoriale della
(48.3) otteniamo :
é

. i
Xoiay = Dypy 8! — @ bophyeXy.

Possiamo di conseguenza scrivere la (50.1) nella forma
(Bogs ¢ — Days g) EF — 39 (Bogbye — burbpe) ¥l = R 02,
11 prodotto interno per &; e gijxg, in virtu delle (42.2) e
(46.3), da rispettivamente le equazioni
bos; v — bayse =0 (50.2)
Reogy = boybeg — Dasbey. (50.3)
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Il lettore verifichi che la (50.2) consiste di sole due
equazioni, differenziali -alle derivate parziali, indipendenti.
Esse sono chiamate equazioni di Codazzi. Poiché in
due dimensioni ¢’¢ soltanto una componente distinta del
tensore di curvatura, le (50.3) si riducono alla sola
equazione

R1212 = bubzz - (blz)2 (50-4)

che & detta equazione di Gauss. Per mezzo di (35.2)
possiamo scrivere questa equazione nella forma

b
K = 2’ {50.5)

dove b ¢ il determinante formato da bep e K & la curvatura
riemanniana della superficie. Su una superficie & pilt usuale
chiamare K curvatura totale o di Gauss.

Si pud dimostrare che una superficie & univocamente
determinata, a meno di una traslazione o rotazione nello
spazio, quando sono date la prima e la seconda forma fon-
damentale.

Questo teorema pud essere formulato precisamente
come segue: se dop € bag sono funzioni date di u! e u?, esiste
una superficie ¢ = x%(u®), univocamente determinata tranne
che per la sua posizione nello spazio, che ha agducduf e
bagduodub rispettivamente come sue prima e seconda forma
fondamentale, purché aopducduf sia definita positiva e
Aap, bog soddisfino le equazioni di Gauss-Codazzi.

Esercizio. Dimostrare che cop = 2Hbog — Kaep.

51. Curvatura normale - Linee asintotiche. Si con-
sideri su una superficie, la curva #* = u4(s), dove s & I'ascissa
curvilinea. Le equazioni della curva nello spazio saranno
#t = x8(s). Allora i vettori spaziali T¢, N¢ e B¢ ed i vettori
superficiali #* e %9, soddisfano le formule di Frénet (40.5)
e (45.3) in qualsiasi punto della curva. I vettori tangenti
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Tt e t sono legati dalla relazione T% = tox. La derivazione
intrinseca, in virtu della (48.3), da

3T ') dx! i du? i dub
5 Tl = e T T s
a i dud i dub
t;Bxafd ¥ais ds
dte

= *8’8— xi + ba@tatﬂzi.

Applicando le formule di Frénet, si ha
wNt = onox’ + bototbsd,

o, indicando con #¢ le componenti spaziali di »n®,
%Nt = oni - baatotSEL. (51.1)

Introduciamo ’angolo 6 tra la normale principale N° e la
normale alla superficie £. Il prodotto interno di (51.1) per
& da

% €08 0 = boatoth, (31.2)

in quanto ; & ortogonale al vettore #¢ che giace sulla super-
ficie. L’invariante bgot® & lo stesso per tutte le curve che
hanno lo stesso vettore tangente ¢ in un punto sulla su-
perficie. Di conseguenza si ha il teorema di Meusnier:
«per tutte le curve su una superficie che hanno lo stesso
vettore tangente, la quantitd x cos 0 & costante». Questa
quantitd & chiamata curvatura normale nel punto ed &
indicata con (). Quindi

bopducdub

An) = baﬁtutﬁ = a—(‘la‘iuadu’g .

(51.3)

Se scegliamo una sezione piana passante per la normale
alla superficie, allora 6 = 0 oppure § = 7. Cioé %@ = + %
Cosl la curvatura normale in ogni direzione & uguale in
grandezza alla curvatura della sezione normale piana della
superficie in quella direzione.
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Lungo una geodetica si ha ¢ =0, percid le equazioni
(51.1) si riducono a xN?! = boptotEf. Cosi si ha o x =0 o
Nt = - Ei. Deduciamo che una geodetica su una superficie
& o una retta o & una curva la cui normale principale ha la
stessa direzione della normale alla superficie in ogni punto.
Inversamente, se Ni = -+ &, il prodotto interno di (51.1)
per n; da ¢ = 0: cioé, la curva ¢ una geodetica.

Le direzioni in un punto di una superficie che soddi-
sfano 'equazione bogducdu® = 0 sono dette direzioni asin-
totiche. Se in tutti i punti di una curva le direzioni tangenti
sono asintotiche, la curva & detta linea asintotica. Le
linee asintotiche su una superficie sono date da bagducdub=0.
Abbiamo quindi lungo una linea asintotica Nt = ont. Ne
risulta, poiché Nt e nt sono ambedue vettori unitari, che
0 x = o = 0, oppure che la curvatura e la curvatura geo-
detica di una linea asintotica sono uguali in grandezza e
che la normale principale giace sulla superficie. Di con-
seguenza, la binormale ad una linea asintotica, che non
sia una retta, ha la stessa direzione della normale alla su-
perficie. Vale anche l'inverso.

Esercizio. Dimostrare la formula di Enneper secondo la

quale la torsione 7 di una linea asintotica ¢ 4 V::K, dove K
& la curvatura gaussiana della superficie.

52. Curvature principali - Linee di curvatura. La
curvatura normale ) di una superficie nella direzione
¢ & data da %) = bagtot?, dove il vettore tangente soddisfa
alla condizione @t =1. 1 valori massimo e minimo di
%) Possono essere quindi determinati con il metodo usato
al 1. 19. Essi corrispondono alle direzioni principali deter-
minate da bg e sono dati dalle radici dell’equazione
| bag — Aoz | = 0, che si riduce in virtl: della (50.5) e della
(48.6) a

32 —2HN 4+ K =0. (62.1)

Le radici %q) e % di questa equazione, sono dette cur-
vature principali della superficie nel punto considerato.
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Le direzioni principali £, e #3, corrispondenti alle cur-
vature principali nel punto, soddisfano rispettivamente
alle condizioni

(bog

(baB - X(9) aﬂ-.ﬂ) t‘?z) = 0.

3
%(y) @) ty= 0,

Un punto in cui xq) = %@ & detto ombelico. In tutti
gli altri punti, quanto abbiamo stabilito al n. 19 ci dice
che £, e #;) sono ortogonali I'uno all’altro. Una curva
della superficie che abbia in ogni suo punto direzione coin-
cidente con una delle direzioni principali ¢ detta linea di
curvatura,

In un ombelico, 'equazione (52.1) ha le radici coinci-
denti, cio¢ H2 =K, e il lettore puo verificare che questo
risultato pud essere scritto

4a(ay512 — a19011)* +

+ [a11(a11bgs — Agaby;) — 2a15(a11015 — a15D11) 12 = 0.

Poiché agdudu? & definita positiva, a & positivo, se ne
ricava che

. @31b18 — @191y = Ay3bgy — by =0,
e cosi

by b bw

211 12 Ao

L’equazione (51.3) mostra allora che »¢y ¢ indipendente
dalla direzione duc/ds. Ciog, in un ombelico, la curvatura
normale ¢ la stessa in ogni direzione.

Esercizio 1. Dimostrare che le linee di curvatura sulla super-
ficie sono date da e¥agybssducdut = 0.

Esercizio 2. Se le curve coordinate sono linee di curvatura,
dimostrare che si ha a;, = b, = 0, e viceversa.

Eseycizio 3. Dimostrare che una superficie, tutti i punti
della quale siano ombelichi, & una sfera o un piano.



Carrroro VII

TENSORI CARTESIANI - ELASTICITA

53. Trasformazioni ortogonali. Scopo di questo ca-
pitolo, & di presentare la teoria dell’elasticita. Ci limite-
remo pertanto a considerare lo spazio euclideo a tre di-
mensioni, scegliendo in esso un sistema levogiro di coor-
dinate cartesiane ortogonali, che indicheremo con y;, dove
gli indici latini variano naturalmente da 1 a 3. L’elemento
lineare ds & dato quindi da

dst = dyidy; = dudyidy;, (63.1)

dove 3;; ¢ la delta di Kronecker.
Le equazioni lineari, [si confronti (6.3)],

yi = aij¥Vj + bi, (53.2)

dove le b; sono tre costanti, e le a;; nove altre costanti,
determinano una trasformazione in un nuovo sistema di
coordinate ;. Condizioni necessarie e sufficienti perché
le ¥; costituiscano, esse pure, un sistema di coordinate car-
tesiane ortogonali ¢ che sia

ds? — d}ilidy,; = aijaikdyjdyk = Sjkdyjdyk,
ciog,
(@igaix — 35x) dysdyr = 0
per tutti i valori di dyy, e quindi
aijaix = dgk. (63.3)
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I1 prodotto interno di (53.2) per ag da la soluzione

Ve = @ixyi — aixbi. (53.4)
Cosi
% = %;: = dqj. (53.5)

In virtu di queste equazioni, esaminando la (9.1) ve-
diamo che la distinzione tra covarianza e controvarianza
& scomparsa. In conformita scriveremo tutti gli indici come
sottoscritti a condizione che si considerino soltanto tra-
sformazioni del tipo (53.2) soggette alle (53.3). Abbiamo
gia anticipato questo usando i simboli ¥;, 8;; e ai. Po-
tremmo perd voler adottare qualche volta un sistema di
coordinate curvilinee, come le coordinate polari sferiche.
E quindi necessario reintrodurre la distinzione tra cova-
rianza e controvarianza. Essa sari indicata da un ritorno
alle coordinate xf.

La trasformazione (53.2) & equivalente alla combina-
zione delle due trasformazioni y; = y;" + b; ¢ v’ = aggys.
La trasformazione ¥; == y; + b; definisce una traslazione
ai nuovi assi paralleli. La trasformazione

vi' = aigy; (53.6)

soggetta alle sei condizioni (53.3), si dice che definisce una
trasformazione ortogonale. Segue da (53.3) che il de-
terminante | a;; | di una trasformazione ortogonale ¢ uguale
a 4+1o0a—1,e in corrispondenza diciamo che la (53.6)
definisce rispettivamente una trasformazione ortogonale po-
sitiva o negativa. E noto che gli assi y;' formano un si-
stema levogiro o destrogiro, se la trasformazione ortogo-
nale & rispettivamente positiva o negativa. Inoltre una tra-
sformazione ortogonale positiva definisce una rotazione degli
assi intorno all’origine.
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Si ottiene un insieme di equazioni in alternativa alle
(53.3), considerando

ds? = dyidy.r = aﬂakidﬂd&k = S,kdyjdyk,

da cui si deduce che
Ajidk; = 35k (83.7)

Esercizio. Dimostrare che nella rotazione di assi definita
dalla trasformazione ortogonale positiva (53.6), ay; & il coseno
dell’angolo tra l'asse y;" e l'asse y;. Le componenti ay sono
percio i coseni di direzione del sistema y;' rispetto al sistema y;.

54. Rotazioni. Le equazioni (33.2) potrebbero essere
interpretate da un altro punto di vista. Potremmo dire
che esse trasformano il punto P, le cui coordinate sono
ys, nel punto P, le cui coordinate sono ¥;, riferite allo stesso
sistema di assi cartesiani ortogonali. Chiamiamo quindi la
(53.2) una trasformazione affine (%).

(1) Geometria affine — Conformemente al « Programma di Er-
langen » dovuto a Klein [F. KLEIN, Math. Ann. Vol. 43 (1893)1,
una geometria comprende un sistema di definizioni e teoremi che
esprimono proprietd invarianti rispetto ad un dato gruppo di tra-
sformazioni. Per esempio, se il gruppo di trasformazioni & quello
costituito da tutti i moti rigidi dei corpi, cioé traslazioni e rotazioni,
allora la geometria & detta metrica. Questa & la geometria di Euclide,
tranne i teoremi di similitudine, e i suoi concetti piti importanti
sono quelli di distanza e di angolo.

Esaminiamo ora la geometria affine, definita dal gruppo di
trasformazioni (53.2). Si supponga che A; sia il vettore che unisce
il punto di coordinate z; al punto di coordinate y;. Allora Ay = yi — 4,
¢ immediatamente da (53.2) si ha che la legge di trasformazione
dei vettori & A4; = agj4; Scegliamo ora due vettori paralleli 4; e
B;. Le condizioni cui 4; e B; devono allora soddisfare sono, come si
sa, 4,/By = A,/By = Ag|Bs. Ma ciascuna di queste frazioni & uguale
a (ay3d4y + appdy + “1_3_‘43)/ (ayB; -+ a13Bs + a;385) e questo rap-
porto coincide sia con A4, [B,, sia con 4,/B,, sia con A4/By. Abbiamo
cosi A,|By = Ay[By = Ag|B,. Quindiil ¢ parallelismo di vettori» &
invariante nella geometria affine. Vediamo inoltre da (53.2) che
ogni punto al finito si trasforma in un punto al finito. Percid il piano
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Se si impongono le condizioni (53.3) e la condizione
|ag;| =1, si ha il pit generale moto rigido di un corpo,
consistente in una rotazione seguita da una traslazione.

Adesso vogliamo ottenere la trasformazione ortogo-
nale che rappresenta una rotazione levogira di ampiezza ¢
intorno ad una retta passante per l'origine e i cui coseni
di direzione sono /;. Una rotazione siffatta &, in sostanza,
quella di un cavatappi levogiro il cui asse si muova lungo
la retta per l'origine di direzione J;, mentre il cavatappi
medesimo ruota attorno a tale asse sino a descrivere un
angolo . Usando notazioni vettoriali si ha (vedi fig.):

Ly
L

e —

OP = OP + PL + LP,

dove Q ¢ il piede della perpendicolare condotta da P alla
retta passante per l'origine, di coseni direttori /4, I'angolo

all’infinito & invariante e potremo cosi distinguere tra una quadrica
non a centro e una quadrica a centro a seconda che il piano all’in-
finito tocca o non tocca la quadrica.

Comunque non possiamo definire Pangolo o la distanza nella
geometria affine, perché essi non sono invarianti rispetto al gruppo
affine di trasformazioni (53.2).
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PQP =, QP = QP, il piano PQP & ortogonale a /s e PL
- —

¢ la perpendicolare da P a PQ. Poiché OP = y;, abbiamo

—_— —_

00 = lzlkyk e cosi PQ = lilkyk — ;. Risulta essere, per-

tanto, PL = (1 — cos {) PQ (1 — cos ) Udryr — yi)

Inoltre LP ¢ ortogonale a PQ e l; in guisa tale che PQ Iy,

—
LP formano un sistema levogiro. Poiché perla (39.1) il vettore

-
unita nella direzione LP ¢ dato da ek (Ulmym — ¥35) I/ PQ =

—
= — e“kyjlk/PQ, si ha LP = PQ sen l.l) (— 6@jkyjlk/PQ) =
= eylyyg sen . Abbiamo quindi

yi =y + (L —cos ) (lilxyr — i) + sen eizplsye,
che pud essere anche scritta

Vi = @iy, (64.1)
dove

aix = COS Ll)szk + (1 —cos !.l)) Ll + sen LIJeijklj. (54.2)

Nella teoria dell’elasticitd saremo particolarmente in-
teressati alle rotazioni infinitesime, nel qual caso cos¢ =1
e seny =¢. La rotazione infinitesima ¢ allora rappresen-
tata da

Vi = yi + Yy,
ciog,
Vi =¥ + SixVr (54.3)
dove
Sik = \I.leiﬂclj. (54.4)

E chiaro che sy ¢ antisimmetrico. Inversamente, conside-
riamo la (54.3) supponendo sy antisimmetrico. In tal caso
le (54.4) comprendono soltanto tre equazioni nelle tre in-
cognite I;, le cui soluzioni sono I; = — S/, Iy = — $5, /Y
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e ly = —s;3/Y. Percid le equazioni (54.3) rappresentano
sempre una rotazione infinitesima se ¢ & infinitesimo e
six € antisimmetrico.

Esercizio. Calcolare aip corrispondente a una rotazione di
90¢ intorno all’asse y,.

55, Tensori cartesiani. Un tensore cartesiano di
ordine M in uno spazio euclideo tridimensionale, & defi-
nito da un insieme di 3M quantitd che si trasformano se-
condo le equazioni (9.1), quando le coordinate subiscono
una trasformazione ortogonale positiva. Questa & una con-
dizione meno rigorosa di quella imposta ad un tensore.
Vediamo cosi che tutti i1 tensori sono tensori cartesiani,
ma un tensore cartesiano non & necessariamente un ten-
sore nel significato usuale del termine. In virtu di (53.5)
abbiamo che Ap,k,...x,, € un tensore cartesiano di ordine

M se le componenti trasformate soddisfano alla condizione
Alnlz'"lM = alxkxalzkz"'“leMAknkz"'kM’ (55.1)

nel cambiamento delle coordinate con la trasformazione
ortogonale positiva ¥; = a;;v;. Vediamo da (53.6) che le
y; e 1 loro differenziali dy; sono vettori cartesiani. Anche
la delta di Kronecker & un tensore cartesiano del secondo
ordine in quanto, in virtd della (53.7), si ha

3ij == AirdssOrs = Aprazr = Sij.

Inoltre deduciamo da (38.2) che il simbolo di permutazione
eygx € un tensore cartesiano del terzo ordine. Cosi ajx e
sq introdotti nell’ultimo paragrafo, sono tensori cartesiani
del secondo ordine.

Il tensore fondamentale dello spazio euclideo & la delta
di Kronecker 8;;. Quindi tutti i simboli di Christoffel sono
zero e la notazione «virgola» per le derivate covarianti
indica ora le usuali derivate parziali, che sono tensori car-
tesiani.
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L'uso di (55.1) invece di (9.1) dimostra chiaramente
che la legge del quoziente del n. 12 si applica anche ai
tensori cartesiani.

56. Deformazione infinitesima. Consideriamo un cor-
po che sia deformato sotto I'azione di forze applicate. La
particella che era nel punto P, di coordinate ¥; in un si-
stema ortogonale cartesiano, & spostata nel punto P di
coordinate y; + ;. Analogamente la particella che era nel
punto Q di coordinate z; & spostata nel punto @ di coordi-
nate z; + v;. Definiamo estensione epg) del segmento che
unisce i punti non deformati P e @, la variazione di lun-
ghezza per unitd di lunghezza dovuta alla deformazione.
Cioe

epg = EQ—I%EQ- = »-II;S— —1. (56.1)
Si ha
(PO? = (yi — %) (ys— ),
[

(PQ) = (yi + s — 2z — 1) (s + i — 2 — 1) =
= (yi— z) (s — 20) + 20 — ) (e —vi) +
+ (g — i) (g —vi) =
{ 21y (ug — vq) (g — vi) (g —24) ¢
— (PO 1 — =TT, VT U A UL
P Z R B
dove Iy = (z; — y4)/PQ sono i coseni di direzione della retta
non deformata PQ. Quindi
(g — v3) (s — 1) ¥

oo = 1= MG B

Limitiamo la nostra attenzione al caso delle deforma-
zioni infinitesime, per le quali si suppone che i vettori spo-
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stamento #; e v; siano piccoli paragonati a PQ. Trascurando
le quantitd di ordine superiore al primo, otteniamo

o — )
PQ

ePQ) = —

Supponiamo ora che @ sia nelle vicinanze di P, cosic-
ché y; — z; sia piccolo. Allora dal teorema di Taylor per
una funzione di tre variabili si ha

vy=u;-+ (25 — v;) #s5+termini di ordine superiore in (z; — ;).

Trascurando i termini di ordine superiore al primo in z; — ¥,
si ha per l'estensione ¢, in P, nella direzione determinata
dal versore I; I'espressione

(2 —
e = i—(j yj) Ui,5 = Mi,jlilj.

PQ

Introduciamo il tensore di deformazione (cartesiano
e simmetrico)

1
ey = 9 (i, + %1,1;), (56.2)

(non si confondano le ¢;; con i simboli di permutazione
eqs del capitolo precedente che sono contraddistinti da in-
dici greci), e otteniamo infine la estensione ¢ espressa dalla
forma quadratica

e = e”lilj. (56.3)

La dilatazione o espansione 0 & definita come la va-
riazione di volume per unitd di volume. Cioé

6= (AV —AV)/AV = AV/AV —1, (56.4)
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dove AV denota il volume deformato corrispondente al vo-
lume AV. Ma abbiamo anche

\ yi+ui

=1+ 1,y + tg,5 + Ug3 +

< termini di ordine superiore.

Cost in virth delle (56.2) e (56.4) si ha
0 = e. (56.5)

Le componenti del tensore di deformazione non sono
interamente arbitrarie. Per provare questo deriviamo le
(56.2) due volte ed otteniamo

1
Gifkl = o (s, 510 + 3,50,

da cui segue immediatamente
eis,kl -+ €klis — Cik,j1 — €41,k = 0. (56.6)

Si hanno cosi 81 di queste equazioni di compatibilita.
In realtd alcune sono ripetute a causa della simmetria del
tensore di deformazione ed altre sono soddisfatte identi-
camente. Il lettore verifichi che solo sei di queste equa-
zioni sono indipendenti.

Per concludere questo paragrafo, trattiamo alcuni im-
portanti esempi di deformazione.

1) Dilatazione uniforme. Consideriamo il vettore spo-
stamento #; = cy;, dove ¢ & una costante. Abbiamo e;; = ¢33
e la dilatazione 6 = 3c. Cosi 'estensione in ogni punto & co-
stante in ogni direzione e uguale ad un terzo della dilatazione.

2) Estensione semplice. Consideriamo il vettore spo-
stamento #; = clilyy; dove ¢ & una costante e /; un vet-
tore unitario. Abbiamo wuy; = cll; da cui ey =clls e
6 = cljl; = ¢. Si ha anche ¢lil; = ¢ e da questo si deduce
che in ogni punto c'¢ una estensione nella direzione /; di
grandezza uguale alla dilatazione. L’estensione in ogni di-

7
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rezione ortogonale a /;, come si pud facilmente riconoscere,
¢ uguale a zero, Se la costante ¢ ¢ negativa si ha una con-
trazione semplice.

3) Scorrimento. Consideriamo il vettore spostamento
ug = 2clymgyy, dove ¢ & una costante e sia J; che #; sono
vettori unitari. Un breve calcolo ci da e;; = c(lymy -+ Iym;)
e 0 = 2clym;. Di conseguenza la dilatazione ¢ nulla se le
direzioni di J; e m; sono ortogonali.

Esercizio. Dimostrare che una estensione semplice lungo
una qualsiasi direzione insieme ad una contrazione semplice
uguale lungo una direzione ortogonale ¢ equivalente ad uno
scorrimento lungo una direzione che biseca ’angolo compreso
tra le due direzioni date.

57. Gli sforzi. Le forze che agiscono su di un corpo
possono essere sia interne che esterne. Le forze esterne
possono consistere sia in forze di massa come la gravita,
che agisce su ciascuna particella del corpo, sia in forze di
superficie che agiscono sulla superficie esterna del corpo,
come ad esempio la pressione tra due corpi a contatto.
Se F;denota il vettore forza di massa per unita di volume, al-
lora la forza agente su di un elemento di volume AV ¢&
F,AV. Analogamente se T'; denota il vettore forza di su-
perficie per unita di area, la forza agente su un elemento
di superficie AS & T;AS. Per esprimere le forze interne,
pensiamo a un elemento di area AS all'interno del corpo
¢ indichiamo i coseni di direzione della normale a questo
elemento con #;. Chiameremo positiva una faccia dell’ele-
mento AS e negativa l'altra. Allora le azioni che dalla
faccia positiva si esercitano sulla faccia negativa sono le
forze interne di superficie, T,AS, dove T; & la forza per
unitd di area sull’elemento AS. Questo vettore si chiama
vettore sforzo ed & in generale una funzione delle coordi-
nate del punto che determina la posizione dell’elemento
AS e dei coseni di direzione #; della normale a AS. Deve
essere ben messo in evidenza che T’y non ha necessariamente
la direzione di #;. In tutti i punti della superficie esterna
del corpo, T; diviene la forza esterna di superficie.
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Consideriamo un piccolo parallelepipedo retto con ver-
tice nel punto P ed i'cui spigoli siano paralleli agli assi
coordinati, e insieme i tre vettori dello sforzo Ty, T(a)s
e T')s corrispondenti a tre elementi d’area passanti per P
che risultano paralleli ai piani coordinati. Definiamo posi-
tivo il vettore dello sforzo T4); se agisce nel verso posi-
tivo dell’asse y; ammesso che la normale esterna abbia la
direzione e il verso del semiasse positivo y;. Se invece la
normale esterna ha la direzione e il verso del semiasse ne-
gativo y;, allora considereremo il vettore dello sforzo T);
pesitivo se agisee nel verso del semiasse. negativo y;. In
altre parole, considereremo positive uno sforzo di trazione,
negativo uno sforzo di compressione. Introduciamo le nove
quantita

Ey =Ty (57.1)

¢ dimostriamo che E;; & un tensore cartesiano, detto ten-
sore degli sforzi.

Costruiamo il piccolo tetraedro PA,4,4; tale che gli
spigoli PA; siano paralleli agli assi y;. Le forze che agiscono
sul tetraedro sono le forze di massa F;AV, le forze di super-
ficie EyAS; (senza sommatoria sull'indice 7) sulla faccia
opposta ad A; e le forze di superficie T;AS che agiscono
sulla faccia A,4,43 (AV ¢& il volume del tetraedro, AS;
I'area della faccia opposta ad A4;, AS l'area della faccia
A,4,45). Sia la direzione positiva di T; quella della nor-
male uscente dal tetraedro, di coseni direttori #;, e sia
la distanza del punto P dalla faccia A,4,4;5. Allora AV =
= (1/3) pAS e AS; = m;AS. Le equazioni di equilibrio se-
condo i tre assi sono allora

. FjAV-—— EijASi -+ TjAS =0,
dove E;; compare con il segno negativo poiché le normali

esterne sono orientate come i semiasse negativi. Sostituiamo
a AV e AS; le rispettive espressioni, dividiamo per AS e
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facciamo tendere a zero il volume del tetraedro, nel qual
caso p tende a zero. Il risultato &

T] =S E,-jm. (572)

Segue dalla legge del quoziente che Ey; ¢ un tensore carte-
siano. Con la (57.2) possiamo calcolare il vettore dello
sforzo per ogni punto e in corrispondenza ad ogni direzione
uscente da quel punto in termini dei coseni direttori di
questa e del tensore degli sforzi.

Citiamo vari casi importanti di sforzi

1) Sforzo normale. Il vettore T; ha la stessa dire-
zione di ny e lo stesso verso o l'opposto. Dalle (57 .2) si ha
che Ei; = C8;; dove C & una costante. La pressione idro-
statica & un esempio di sforzo normale per cui C & negativo.

2) Tensione semplice. Consideriamo il tensore degli
sforzi Eyj = Clyls, dove C & una costante ed I; & un vettore
unitario. Allora il vettore dello sforzo nella direzione /; €
T; = Cliljl; = Cl; ed ha cosi la direzione l; e il verso di /50
I'opposto. Comunque il vettore dello sforzo nella direzione
mg ortogonale a l; & Ty = Clilym; = 0. Se C ¢ negativo lo
sforzo prende il nome di compressione semplice.

3) Sforzo di taglio. Questo & determinato da un ten-
sore degli sforzi del tipo Ei; = C(lmy + lym;) dove C e
una costante ed I; e m; sono vettori unitari.

Esercizio. Dimostrare che una tensione semplice lungo una
qualsiasi direzione insieme con una uguale compressione sem-
plice lungo una direzione ortogonale ¢ equivalente ad uno
sforzo di taglio lungo una direzione che biseca l'angolo tra le
due direzioni date.

58. Equazioni di equilibrio. Consideriamo un corpo
in equilibrio di volume V e di superficie esterna S. La prima
equazione cardinale della statica proiettata sugh assi da

/F,dv+ /T,dsso.

Vv S
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Di qui, tenendo conto della (57.2), si ottiene

/FjdV+ /Emz,dS:O,
7 S

e, applicando il teorema di Gauss,

/Fj av + /Eij,i dv =0,
v 1%
cioé

/(Fj -+ E”,i) av =0,

v

la quale, essendo vera per un volume V qualsiasi, da luogo
alle equazioni indefinite

Fy + Eij = 0. (58.1)

I momenti di una forza rispetto agli assi sono le compo-
nenti del momento polare della forza rispetto all’origine
degli assi medesimi. Cosi, con le notazioni tensoriali, 1 mo-
menti della forza F; rispetto agli assi restano espressi da
eisey;Fr. La seconda equazione cardinale della statica ap-
plicata al nostro corpo in equilibrio proiettata sugli assi
da, a sua volta:

/eijkijk AV + |ey;Tx dS = 0.
v K]

Di qui, sempre tenendo conto della (57.2) e applicando il
teorema di Gauss, si ottiene

/eijkijk av + [(eijkijlk),l dv =0,
v v
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cioé

/gijkyj (Fr + Ew,) a4V -+ /flijkslelk av=0.
v v

1l primo integrale ¢ nullo in virtl della (58.1) e si ha quindi

[eukE"c av = 0.

\4

Anche qui, per lo stesso motivo di prima, I'integrando
eurEw si annulla, e si ha quindi

Ey = Eg. (58.2)

Si riconosce cosi che il tensore degli sforzi ¢ simmetrico
e le equazioni di equilibrio per un generico sistema continuo
e in particolare per un corpo elastico si riducono alle (58.1).

59. Legge di Hooke generalizzata. Nella teoria
elementare dell’elasticita, la legge di Hooke stabilisce che
la tensione di un filo elastico & proporzionale all’estensione.
In altre parole lo sforzo & proporzionale alla deformazione.
L’assunzione corrispondente nella teoria generale dell’ela-
sticitad & che il tensore degli sforzi ¢ una funzione lineare
e omogenea del tensore di deformazione, cio¢

Eij - cuklekl. (59.1)

Segue dalla legge del quoziente che ¢ijx € un tensore carte-
siano del quarto ordine, chiamato tensore dell’elasti-
cita. Inoltre per la simmetria di Ey; e ex; si trova che cijrr &
simmetrico non solo rispetto agli indici ¢ e § ma anche ri-
spetto a & e .

Si dice che un corpo ¢ omogeneo se le proprieta ela-
stiche del corpo sono indipendenti dal punto preso in con-
siderazione. Questo significa che le componenti del tensore
dell’elasticita sono tutte costanti per un corpo Omogeneo.



TENSORI CARTESIANI-ELASTICITA 103

Un corpo si dice poi isotropo se le proprieta elastiche in
un punto sono eguali in tutte le direzioni uscenti da quel
punto. Questo significa che il tensore dell’elasticita cszx1
si trasforma in se stesso per ogni rotazione degli assi.

60. Tensori isotropi. Un tensore cartesiano che si
trasformi in se stesso per una rotazione degli assi vien detto
tensore isotropo. Abbiamo gid incontrato due tensori
isotropi, precisamente 8;; e ;. Cerchiamo ora il pit ge-
nerale tensore isotropo c¢ijir del quarto ordine. La sua legge
di trasformazione (55.1) diviene

Cijkl = QirjsAktALuCrstu. (60.1)

Rotiamo gli assi di 180° attorno all’asse y;. Deduciamo
dalla (34.2) che amy = — 3ix + 2lilx. Ma per questa tra-
sformazione I, = I, = 0 ed I3 =1, e cosi le sole componenti
non nulle di a4 sono

ay=—1, ayp=—1, axz=+1.

Sostituendo nella (60.1) otteniamo c¢ik1 = — Cijkls cioe
cijer = 0 nei casi seguenti:

1) tre indici eguali ad 1 e l'altro eguale a 3.

2) tre indici eguali a 2 e l'altro eguale a 3.

3) due indici eguali ad 1, un altro eguale a 2 e l'altro
eguale a 3.

4) due indici eguali a 2, un altro eguale a 1 e laltro
eguale a 3.

Risultati analoghi si ottengono in corrispondenza di
rotazioni di 180° attorno agli assi y; e y,. Quindi le sole
componenti che rimangono sono quelle per cui i quattro
indici sono eguali o sono eguali a coppia.

Rotiamo gli assi di 90° attorno all’asse y;. Per tale
trasformazione deduciamo dalla (54.2) che ag = Ll +
+ eijxls € le sole componenti non nulle di a;; sono

4y = —1; ag; = +1; ags = 1+ 1.
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Sostituendo direttamente nella (60.1) abbiamo che

Ci1n1 = Cazzes
Cii92 = Co211» C1133 = Ca2233 Caam1 = Caaeas
Cia12 = C2121> C1313 = C2323, Cmz1 = Cazses
C1291 = Can12» C1331 = Caaszr Canis = Csg03-

Risultati analoghi si ottengono con le corrispondenti rota-
zioni di 90° attorno agli assi ¥, e y,. Possiamo riunire tutti
i nostri risultati nella forma
J Ciiti = Cjjjj»
Ciijj = Ceikk = Cuij) = Cllkk,
Cigi5 = Ciktk = Cij13 = Ciklks
Cijji = Cikki = Cijgt = Cikkl,

(60.2)

dove 1, §, k ed I non sono eguali e non ¢ applicata la conven-
zione della sommatoria. Tutte le altre componenti sono
nulle. La soluzione piti generale delle equazioni (60.2) &
allora

cosir = MisSu + pSiedn + v3udm + i, (60.3)

dove A, y, v e % sono degli invarianti cartesiani, e 3y =1
se tutti e quattro gli indici sono eguali mentre ¢ nullo in
ogni altro caso.

Infine eseguiamo una piccola rotazione rappresentata
da a;; = S + Six, dove s;x & emisimmetrico e infinitesimo
del primo ordine. Sostituendo nella (60.1) e conservando
solo i termini del primo ordine si ha

StrCriki -+ SysCiskl + SkeCejer + StuCizku = 0.

Scegliamo i = 2, { =k =1 =1. Dato che s;, = — sy, i
termini non nulli di questa equazione ci danno

Crn1 = Caana + Corzr + Corne-

Sostituendo in questa le espressioni fornite dalla (60.3)
otteniamo

Adpt+vdu=A+u-+v
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che da » = 0, cosi che possiamo scrivere
Cijer = Mis8x1 + udixds + v3udik. (60.4)

Questo tensore & chiaramente isotropo e rappresenta il
pilt generale tensore isotropo del quarto ordine.

Esercizio 1. Dimostrare che i pili generali tensori isotropi
del secondo e del terzo ordine sono rispettivamente Ady e
Aeigg, dove A € un invariante.

Esercizio 2. Dimostrare che cjg; definito dalla (60.3) sod-
disfa le relazioni di simmetria cyx; = ckiij € Cijkl = Cjilk-

61. Corpo omogeneo e isotropo. Per un corpo omo-
geneo e isotropo il tensore dell’elasticita € isotropo con
componenti costanti. Cerchiamo percid un tensore isotropo
ciski che sia simmetrico sia in tejchein kel ele cui com-
ponenti siano tutte costanti. Per ottenere un tale tensore
sostituiamo da (60.4) nell'equazione cix; = Cisix: Si ot-
tiene cosi

(@ —) Bexds — dudsx) = 0.

Ponendo in questa ¢ =k =1, j=1I=2 si vede che &
p =v. Cosi il tensore isotropo
cojir = Nesdk1 + 1 (Bixdn + dudpx) (61.1)

soddisfa la richiesta simmetria. La legge di Hooke gene-
ralizzata (59.1) per un corpo omogeneo ed isotropo si puod
allora porre nella forma

Eiy; = N8k + pQOudn + Sudsw)] ext

dove A e u sono costanti. Questa equazione, introducendo
la dilatazione 0 definita dalla (56.5), si semplifica nella

Ey = 7\08” + 2ueqs. (61.2)

Contraendo 7 e § si ha infine la relazione
O =Ey= (3x +2u) 0, (61.3)

che collega i due invarianti 6 e ©.
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Risolviamo ora le equazioni (61.2) per il tensore di de-
formazione in termini del tensore degli sforzi; in wvirtl
della (61.3) otteniamo

20 1
6] = — o O, o Eyy. 61.4
Se, come abitualmente si fa, si introducono il modulo di
Young E e il rapporto di Poisson o, dati rispettiva-
mente da

_ w3+ 2y A

E’”‘ ’ == N » .
Ate 0T 200+ (61.5)

la (61.4) si scrive

1
e = E {“" °'®8ij + (1 + ) EU}- (61.6)

Possiamo ottenere le equazioni di compatibilitd degli
sforzi sostituendo questa espressione di ¢;; nella (56.6)
Qualche volta occorrono le equazioni di equilibrio in
funzione del vettore spostamento #;. Per ottenerle riscri-
viamo la (58.1) tenendo conto della (61.2): si hanno cosi
le equazioni
F; + 7\9,3'8” + 2pey, = 0,

che, per mezzo della (56.2), si trasformano nelle

F; +20; -+ wlug,g + uge) = 0.

1 .
Ma 0 =¢y = o (wi,4-+u1,)=wuii. Di conseguenza 6,; =15
e le equazioni precedenti prendono la forma

Fj+ (4w 0,y + uviu; =0 (61.7)

dove y? & l'operatore laplaciano. Ora che siamo ritornati
allo spostamento #; non abbiamo pilt bisogno di alcuna
equazione di compatibilita.
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Esercizio. Dimostrare che se un corpo omogeneo € isotropo
¢ in equilibrio senza essere sottoposto a forze esterne, allora
si ha 20 = 0.

62. Coordinate curvilinee. Molti problemi di ela-
sticita possono essere esaminati piti convenientemente. ser-
vendosi di coordinate curvilinee ¢, in cui I'elemento lineare
ds & dato da ds? = gyydxtdxd. In questo caso dobbiamo ritor-
nare alla distinzione tra controvarianza e covarianza.

11 sistema delle coordinate serve solo a descrivere de-
formazioni e sforzi. Ma le leggi dell’elasticitd sono per sé
stesse indipendenti dal sistema di coordinate, e per questo
motivo tali leggi possono essere formulate mediante equa-
zioni tensoriali. Ricordiamo dal n. 9, che se un tensore €
nullo in un sistema di coordinate, esso risulta nullo in tutti
i sistemi di coordinate. Di conseguenza se scriviamo le
equazioni tensoriali, che in coordinate cartesiane si ridu-
cono ai risultati di gia stabiliti, queste esprimono la teoria
rispetto ad un qualsiasi sistema di coordinate curvilinee.
Verifichiamo cosi, immediatamente, che le leggi dell’ela-
sticitd sono rappresentate dalle seguenti equazioni ten-
soriali:

. 1 .
e= e, e =5 (g, + u33), 0 = gleys,

eis,kl - extij — Gikgt — €iLik = 0,
Ti = Ejn, Eyy = Egi, Fi + E =0,

Eij = cigrie®, cigrr = Cjikt = Cijik-

Se il corpo & omogeneo ed isotropo abbiamo in pit

Cosir = Ngisgrt + w(grigy + grigui),
Eij = Nogiy + 2per;, © = gHEy; = (3n + 2p) 6,

1
ey =4 {— o0y + (L + o) Ei}
Fy+ (N4 w) 9,5 + pgrsujrs = 0.
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In tutte queste equazioni /! & un vettore unitario che
specifica la direzione dell’estensione e, nt & il vettore uni-
tario normale all’elementino AS, e le virgole indicano an-
cora una volta la derivazione covariante.

E importante notare che le componenti dei vettori
u;, T¢ e F; possono non avere un significato fisico dimensio-
nalmente corretto. Per esempio, Vesercizio del n. 5 mostra
che la seconda componente del vettore accelerazione in
coordinate polari & una accelerazione angolare. Sara suffi-
ciente prendere in considerazione il vettore forza Fjy, le cui
componenti in un sistema cartesiano sono F;, = Fi. Allora
Fy = 3x1|ox3F; e Ft = dxt/dx! F! sono rispettivamente le
componenti covarianti e controvarianti nel sistema «f,
dove abbiamo indicato con xf = y; le variabili cartesiane.
La componente di F#, che & «fisicamente» il vettore forza,
nella direzione del vettore unitario /¢ = I; & data in ogni
punto dall'invariante Fil; = Fil; = gyFill. 11 vettore uni-
tario controvariante nella direzione dell’asse a1 & & e
Percid la componente «fisica» della forza lungo, per es.,
Ja linea coordinata x' & data da s F'8 Ve = giuF* [V gur-
Nell’esercizio del n. 5, abbiamo g, =1, g1 =0, g =72
e cosi le componenti «fisiche» dell’accelerazione in coor-
dinate polari sono

a2 ( ag\2  d¥% dr db
T 2 T, WS
e dt ) ar dt dt
che rappresentano, rispettivamente, 'accelerazione radiale
e quella trasversa.

Analogamente i tensori e;; ed Ey; non hanno alcun signi-
ficato fisico diretto. Consideriamo il tensore della deforma-
zione eg; che & legato al tensore cartesiano della deforma-
oxk  oxl _ L
o o B LA comeo
nente «fisica» del tensore di deformazione associata alle
direzioni dei vettori unitari /i e m¢ in un punto si puo defi-
nire come l'invariante e;lim/.

zione ex; dalla relazione ¢;; =
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A titolo di esempio consideriamo il caso delle coordi-
nate cilindriche 7, 6 e z legate alle coordinate cartesiane
dalle relazioni

ylzrcose, y2=rsen6, Y3 = 2.

Le componenti non nulle del tensore fondamentale sono
gu=1 gu=17%gu=1
da cui si ha che

1
gr=1,¢2=—, g% =1 ¢g/=0seiF]

Cosi gli unici simboli di Christoffel di seconda specie che ri-
mangono sono

1g_ 2 1

22 {129y 7

Le componenti fisiche (#q, ug, u,) del vettore spostamento
u#; sono attualmente

1
o = Uy, Ug = = Uy, Uy = Uy
Ulteriori calcoli dimostrano che le componenti del tensore

di deformazione son date da

ou ou
61 = —671— y €ag = ’362“ + i, ez = 3

1/ 0u ou 2u 1/ ou ou
312=*( Ly 2 :), €93 = 2‘(’2‘5—"3),

2\ o9 or
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mentre le componenti fisiche associate alle direzioni delle
linee coordinate sono

La dilatazione vale

) Ol 1 ou ou u
O gl =05+, 5 T o Ty

Esercizio. Trovare le componenti fisiche del tensore di de-
formazione associate alle direzioni delle linee coordinate in
funzione delle componenti fisiche del vettore spostamento
quando le coordinate sono polari sferiche.

63. Meccanica dei sistemi continui. Esaminiamo il
moto di un mezzo continuo con il metodo di Eulero. In-
vece di seguire il percorso tracciato da una particolare
particella, fissiamo la nostra attenzione su un determinato
punto P del mezzo le cui coordinate, riferite ad un sistema
cartesiano, siano ;. Indichiamo con #; il vettore velocita
di quella particella che viene a trovarsi in P al tempo ¢,
e che, pertanto, & generalmente funzione di y; e ¢. Dopo un
intervallo di tempo A¢, la particella che originariamente si
trovava in P si trova nel punto y; + #;Af con velocita
u; +~ Awu;. Percid u; 4+ Awu; & la funzione u; calcolata nel
punto y; + wAt e al tempo ¢ -+ At Sviluppando in base
al teorema di Taylor si ha

bui

u; + Auyg = uy —l—ujAtuM +AtV
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Il vettore accelerazione f; nel punto- P ¢ dato dal limite di
Au;[At per At che tende a zero. Da qui deduciamo che il
vettore accelerazione & dato da

on.
fi = wmij + }Ti . (63.1)

Consideriamo ora un volume V del mezzo, limitato
dalla superficie S. La massa M contenuta nel volume V &

data da M = / pdV, dove la densitd p & una funzione di
v

yi € di 4. Allora incremento di massa nell’'unita di tempo
& dM|dt = f dp/ot dV. Indichiamo con #; i coseni di dire-
14

zione della normale esterna all’elemento di superficie AS.
La massa uscente nell'unita di tempo dall’elemento AS &
data da pny;AS. Quindi l'incremento di massa nell’unitd
di tempo & espresso anche dall’integrale superficiale

— [ pryuedS. Di conseguenza abbiamo
S

[ ondS + [ ‘Zf av = 0.
$ v

Applichiamo il teorema di Gauss all'integrale superficiale
ed otteniamo

/ (pue) e AV + / %f v —o.
v 7

Y

Questa equazione € un’identitd, e ne deriva cosi 'equa-
zione di continuita

)
(pta) s + F‘; —o0. 63.2)
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Fisicamente questa equazione esprime il principio di con-
servazione della massa.

Al n. 58 abbiamo esaminato l'equilibrio di un mezzo
continuo. Nello stesso modo si possono determinare le
equazioni del moto. Se sostituiamo F; con F;— pf; le
equazioni del n. 58 divengono

ofs = F; + Ey. (63.3)
Se esprimiamo ora f; mediante la (63.1) otteniamo

ou
pUitg + o # = F; 4+ Ey,.

Questa equazione si pud scrivere in virtu della (63.2) nella
forma

0
[pwing — Eiz] s + 5 (eug) = Fj. (63.4)

Le equazioni (63.2) e (63.4) costituiscono le equazioni del
moto di un mezzo continuo.

In un sistema di coordinate curvilinee le (63.2) e (63.4)
si possono esprimere nella forma tensoriale

0
(out) ¢ -+ Sf =0, (63.5)
(qutud — Ei) s+ - (ud) = P, (63.6)

Soluzioni degli es. proposti al n. 54 e al n. 62

n. 54. Le sole componenti non nulle di a;x sono

ap=—1,; a,y= +1; agg= 1.



TENSORI CARTESIANI~-ELASTICITA

62.
My 1 oup | ug
o ="3 ;W=7 00 r
1 g Uq cot O
byy = " q - us,;

_ T _.flfh dug Dtk Uy Y .
87a‘2<rsen6 Tq,i_i—’-by“ 7")’

1 du, Oug ug )

=\ e T Ty
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Carrtoro VIII

TEORIA DELLA RELATIVITA

64. Teoria della relativita ristretta. Nella meccanica
classica, la posizione nello spazio di un punto, sede di un
evento, pud essere determinata dalle sue tre coordinate
spaziali #!, x%, 43, riferite ad un sistema cartesiano ortogo-
nale. Un osservatore pud misurare anche, per mezzo di un
orologio, Vistante ¢ in cui l'evento ha luogo. Un evento
viene allora ad essere fissato sia nello spazio che nel tempo
per mezzo del sistema S costituito dai quattro numeri
%!, x2, A8,

Einstein esamind il concetto di «simultaneitd» e giunse
alla conclusione che la nozione di «eventi simultanei in
punti diversi» non ha senso in mancanza di ulteriori pre-
cisazioni. Continuando in questo studio di idee fondamen-
tali, Einstein giunse alla teoria della relativita ristretta,
che egli basd sui due principi seguenti: 1) & impossibile
vivelave il moto traslatorio uniforme di un sistema mediante
esperienze di qualsiasi natura eseguite nell’tnterno del sistema
2) la velocita ¢ di un raggio di luce é una costante che non ai-
pende dalla velocita relativa della sua sorgente e dell osservatore.

Consideriamo ora due sistemi S e S che coincidono al
tempo ¢ = 0 e tali che S si muova alla velocita costante V
lungo 'asse x! del sistema S. Allora la trasformazione di
Lorentz, che pud esser dedotta dai due principi della rela-
tivita ristretta, mette in relazione le coordinate spaziali ed
il tempo di entrambi i sistemi per mezzo delle equazioni

Bl= Bt — VE), B2 = a2, B =3, 1 = Bt — Val/ed),
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dove B = (1 — V2/c?)—%. Possiamo facilmente verificare che
— (d%Y)? — (dx?)2 — dx®)? + c2(dD)?
= — (dx)* — (dx2)2 — (dx3)2 | c2(dt)2.

L’invarianza di questa equazione rispetto alle trasforma-
zioni di Lorentz, suggerisce che lo spazio di Minkowski,
definito dalla metrica

do? = — (dx")? — (dx%)2 — (dx%)2 + c2(dx?)? (64.1)

dove x* =1, ¢é appropriato per la trattazione geometrica
della relativitd ristretta. Indichiamo l'elemento lineare di
questo spazio quadrimensionale con do (non con ds) allo
scopo di mettere in rilievo che do non & la distanza fisica
tra due punti vicini.

Lo spazio di Minkowski & piatto e la sua «segnaturay,
che eguaglia I'eccesso del numero dei termini positivi sul
numero dei termini negativi nella sua metrica, & —2. E
ben noto che non esiste una trasformazione di coordinate
reali che possa ridurre (64.1) alla metrica di uno spazio
euclideo quadrimensionale, la cui segnatura & 4. Ne con-
segue che la geometria dello spazio di Minkowski si diffe-
renzia sotto molti aspetti dalla geometria euclidea; per
esempio in essa esistono curve nulle reali [v. (15.2)] e geo-
detiche nulle reali.

In questo capitolo gli indici latini avranno un campo
di variazione da 1 a 3 mentre gli indici greci da 1 a 4. La
velocita # di una particella, che si trovi nel punto #¢, ha

daxt
le componenti ut = ¥ iferite al sistema S. Dalla (64.1)

2 \~%
a _ 1 (1_“ ) , (64.2)

deriva che

do ¢

Il vettore quadrimensionale di Minkowski, definito da
o

do

MC , dove m, & una costante, & detto vettore della
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quantita di moto. Nella teoria della relativita ristretta

si identifica con la massa

dx?
la quarta componente #1,¢ pm

m della particella mobile. In virth della (64.2) abbiamo

u? \~%
m = My (1 —_ 02‘) . (64.3)
La costante #, & la massa quando # = 0 ed & chiamata
massa di riposo o di quiete della particella. La massa
m, che chiaramente aumenta con la velocitd, & chiamata
massa relativistica della particella. Le componenti

o At dx
“de  ° dt do dt

sono generalizzazioni evidenti del vettore quantita di moto

newtoniano.
Definiamo il vettore forza, quadrimensionale, di Min-

kowski, F¢, con

d2xe d dxo w\~%d dxe
[ A 2" — 2 ) = R, - piSRE
Fe=m e = s (’”" do) (l o2 ) at (”‘ it ) :

(64.4)

1
11 vettore forza newtoniano ¢ X¢ = dit (m ddit) e si ha

2\~
P )
c

quindi

Dallo sviluppo di (64.3) otteniamo

1
mee = my - — mgu? + ...
0 2 0
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e la teoria della relativitd ristretta identifica I'energia E
associata ad una particella a mezzo dell’equazione E = mc2.
Percido

@A an 1 (| w\har
at 2 2

4 — -
F —(1 ct c? dt -

1l moto di una particella che si muove sotto 1'azione
di qualche sistema di forze pud essere rappresentato nello
spazio di Minkowski da una curva, detta linea di uni-
verso della particella. Se sulla particella non agiscono
forze, vediamo da (64.4) che d2x%/do? = 0. Quindi la linea
di universo di una particella libera, ¢ una geodetica dello
spazio di Minkowski.

La velocita di un raggio di luce & la costante ¢, e ve-
diamo cosi dalla (64.1) che per tale raggio si ha do = 0.
Conformemente la linea di universo di un raggio di luce
¢ una geodetica nulla dello spazio di Minkowski.

Al fine di esaminare la meccanica di un mezzo conti-
nuo, introduciamo il tensore dell’energia - quantita di
moto, 79, simmetrico e quadrimensionale, definito da

Ti = TH = guini — E¥; Tit = T4 — gui; T4 = p,

dove p & la densitd e E¥ & il tensore cartesiano degli sforzi
definito nel n. 57. Quindi la teoria ristretta generalizza
le {63.5) e (63.6), che sono le equazioni di moto di un mezzo
continuo, nella

T% = F*. (64.5)

Se passiamo alle coordinate polari sferiche 7,6 e ¢, la
metrica dello spazio di Minkowski diventa

do? = —dr® — r2d0> — r2 sen? O dy? + c2di2.  (64.6)

65. Equazioni di Maxwell. Alla base della teoria
classica dell’elettrodinamica, secondo Lorentz, sono il po-
tenziale elettrico ¢, che & uno scalare, e il potenziale
magnetico 4; che é un vettore. Il vettore campo elet-
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trico E; ed il vettore campo magnetico H;, sono legati

a questi potenziali dalle relazioni
1 04;
—_ - d 0 ’
E; = —grado — T e

H; = rot A;.

Le equazioni di Maxwell, quando si usino unita elettrosta-
tiche, sono le seguenti:

[ div E; = 47p,
divH; =0,
1 oH 65.1
rot E; + — oty =0, (65.1)
c o
1 JE; 4 .
rot Hi - -; —bT - 7" h,

dove j; & il vettore densita di corrente e p & la densita
di carica.

Nello spazio di Minkowski, con la metrica (64.1), for-
miamo il vettore potenziale quadrimensionale @ ed il vet-
tore densitd di corrente, quadrimensionale, J¢, definiti ri-
spettivamente dalle

Dy = (— A4, — 45, — 43, c0),

Jo= (v T f3 )
rispetto ad un particolare sistema di coordinate. Introdu-
ciamo poi il tensore emisimmetrico ne definito da

2D o0
ti = Qog — Dy = - —

del quale possiamo immediatamente verificare che le com-
ponenti non nulle nell’assegnato sistema di coordinate sono

oo =—Tae = Hy; Mgy = —MNa=Ha} Mpa=—"=Hs;
M= —"Nu=CE;; M= —"e=CcE,; oy = — Mgy = CE3.
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Se ne possono ottenere le componenti controvarianti non
nulle 78, ¢ sono

B=—n=H; Pl = —ni® = H,; e = — 2 = Hy;
E,

.n14:__.,)41:_ 1 n24:_n42:__§,2; .034:_..043_____53_

c c c

Scriviamo ora le equazioni di Maxwell (65.1) in termini
dinediJ:

ot o2 m®  4m o,
it Tae T T o Y
Mgy Mgy O
T T T

Mg MNja Mai
Sy T =,
oxt - Oxt + oxd

it e omE o A
dxt du? dxd ¢

Jt

La prima e l'ultima di queste equazioni si combinano in-
sieme nella forma

o 4r
ni=- T (65.2)

mentre le rimanenti due sono rappresentate insieme dalle
equazioni
Nty T Nova + Nyas =0 (65.3)

che non si annullano identicamente.

Abbiamo cosi scritto le equazioni di Maxwell in forma
tensoriale nello spazio di Minkowski. Esse sono quindi in-
varianti rispetto al gruppo di trasformazioni di Lorentz.

66. Teoria della relativith generale. Ci indiriz-
ziamo ora verso la teoria della relativitd generale, che &
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stata svolta da Einstein principalmente in ordine al pro-
blema della gravitazione. Egli postulo il principio di co-
varianza, secondo il quale le leggi della fisica debbono
essere indipendenti dalle coordinate spazio-temporali. Cid
tolse alla trasformazione di Lorentz il ruolo privilegiato
che essa aveva e lo spazio di Minkowski fu rimpiazzato
dal 7V, di Rienmann con la metrica

do? = gos dxoda. (66.1)

Eistein introdusse anche il principio di equivalenza, il
quale essenzialmente stabilisce che il tensore fondamentale
Zas PUO essere scelto in modo da render conto della pre-
senza di un campo gravitazionale. Cioé, gos dipende dalla
distribuzione della materia ed energia nello spazio fisico.
Materia ed energia possono essere specificati dal ten-
sore energia-quantitd di moto 7% che nella teoria ri-
stretta soddisfa la relazione T% = F®. Le sole forze, quelle
dovute alla gravitazione, sono comunque gia prese in con-
siderazione nella scelta del tensore fondamentale gos. Igno-
riamo percid F? e allora, in conformitd con il principio di
covarianza, il tensore energia-quantita di moto deve sod-
disfare Vequazione Tf‘f = 0. Scriveremo questa equa-
zione nella forma equivalente 77, = 0 dove T?%; = gg, T
¢ il tensore misto energia-quantitd di moto. Il problema
ora & di determinare T‘_"B come una funzione di gos e delle
sue derivate fino al secondo ordine, tenendo presente che
T%,=0. Ricordiamo da (34.3) che il tensore di Einstein

definito da
G?, = gt Ry — ; R3¢ (66.2)

soddisfa l'equazione G%;, = 0. Le equazioni di moto esi-
gono T° « =10, ma solo eccezionalmente Gfxg’a =0 & una
identitd nella geometria riemanniana. Questo portdo Ein-
stein a proporre la relazione

xT% + G% = 0. (66.3)
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Queste equazioni costituiscono il legame tra il tensore fisico
dell’energia-quantita di moto T e il tensore geometrico
G% del V4 della relativitd generale. Affinché si possa de-
durre la teoria di gravitazione di Newton come una prima
approssimazione dalla teoria di Einstein, occorre scegliere
% = 8wkjct dove k & la costante gravitazionale, pari a
6,664.10-8 cm3® gm—1sec2. Il valore di ¢ & 2,99796-10%
cmsec™?, e cosi x ha il valore 2,073-107% cm~? gm~! sec?
in unitd c.g.s.

Nella teoria ristretta, le linee di universo di particelle
libere e dei raggi di luce sono rispettivamente geodetiche
e geodetiche nulle dello spazio di Minkowski. Il principio
di equivalenza richiede che tutte le particelle siano con-
siderate particelle libere, quando la forza di gravitazione
¢ I'unica forza presa in considerazione. Segue allora dal
principio di covarianza che la linea di universo di una
particella sotto 1'azione di forze gravitazionali ¢ una geo-
detica del V, con la metrica (66.1). Similmente la linea di
universo di un raggio di luce & una geodetica nulla.

67. Metrica a simmetria sferica. La relativitd ge-
nerale, considera diversi importanti problemi in cui il si-
stema di coordinate 7,0, e ¢ & tale da dare alla metrica
la forma

do? = — xdr® — r2d6® — 2 sen? O dy2 + cPevdi?,  (67.1)

dove A e v sono funzioni di ». Una metrica di questo tipo
si dice a simmetria sferica. Essa ¢ una generalizzazione
della metrica della relativitd ristretta (64.6), espressa in
coordinate polari sferiche. Per i coefficienti di 472 e dt? sono
stati scelti degli esponenziali al fine di assicurare che la
segnatura di do? sia —2. Scriviamo ! =7, x2 =6,
x% =, e x* = ct. Allora le componenti non nulle del ten-
sore fondamentale sono

fu=—0, gu=—1, gg=—rsen’l, gy=-c"



122 B. SPAIN

11 determinante g diventa

g = —rtsen? erty

e quindi le componenti non nulle del coniugato del tensore
fondamentale, simmetrico, sono

1 1
M g o2 — g8 — PR
g e 8 2 72sen2 0 ’ g =e

Un breve calcolo mostra che i soli simboli di Christoffel
di seconda specie che non si annullano sono

e -t
iy 27 ey 3y ¢’

2§=—sen6cose, %3

X §33 23§=cot 0,

(67.2)

dove l'apice sta a significare derivazione rispetto a r. Se
ora calcoliamo le componenti del tensore di Ricci per mezzo
di (33.2) otteniamo

1 1 1 1
R —_ 1_77 . . 17 o 12
n= r)\ 4)\v+2v +4v,
1,1

Rpp = cosec?O Ryy = — 1 4 e 1—;2 A +—2 ™,

1 1 1 1
R I RV Rl LLT A e S Y
=€ 4)\\; 2v rv 4:v z,

Res = 0 per o=~ 8. 1.3



TEORIA DELLA RELATIVITA 123

Un calcolo ulteriore ci di linvariante di curvatura

2 S 2 2 1 2 1 ,)

—_ -\ . o ’ o PN _— rr7 e ’ o 12‘
R—,z+e { 72+r)\+27\v v rv 2vs.
(67.4)

Sostituendo questo in (66.2) otteniamo le componenti del
tensore di Einstein per la metrica a simmetria sferica (67.1)

1 (1 1)
1 —h 4 Ty
G r2+e l72+rv§’

1 1 1 1 1 ,)
2= 3= - % — ..t o'’ Y Y2
Gh=Gh=¢e % 27)\ 4)\v+2v —{—27v+4vs.

1 1 1.0
4 D R 14
s 7% e %1'2 r)\S’
G% =0 per a=~. (67.5)

Esercizio. Trovare la condizione necessaria e sufficiente
perché uno spazio con metrica a simmetria sferica sia uno
spazio di Einstein.

68. Metrica di Schwarzschild. Andiamo ora alla ri-
cerca della metrica a simmetria sferica (67.1) compatibile
con Vesistenza di un punto materiale (ciod di una parti-
cella puntiforme gravitante) situato nell’origine e circon-
dato da spazio vuoto. Escludendo l'origine stessa dalla
nostra discussione, il tensore dell’energia-quantitad di moto
T7 & nullo in tutti i punti. Segue dalla (66.3) che G% =0,
e questo da, in virtu delle (67.5), le seguenti equazioni

1 11,
_—72—_}-6-)‘%727—%—’17\’2:0’ (68.1)
( 1 1 1 1 1 )
o N [ LY oy e al 12,=
“ 27)\ 47\v+2v+2rv+4vs 0,
(68.2)

1 1 1
—_ 2 N:=0. 68.3
r? Te 312 rlg 0 ( )
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Si trova subito che la soluzione della (68.3) ¢ e> =1 —
— 2m/(c%), dove la costante di integrazione s introdotta
in questo modo pud essere identificata fisicamente con la
massa di riposo del punto materiale. Inoltre sottraendo la
(68.3) dalla (68.1) otteniamo e>(\" + v)fr =0. Di qui
siha)’ + v =0, e quindi)\ + v = &, dove % & una costante.
Cosi e = e¥ {1 — 2m/[(c%)}. Possiamo ora verificare che
I'equazione (68.2) & identicamente soddisfatta. Comunque
a grande distanza dal punto materiale la metrica dovrebbe
approssimarsi alla metrica (64.6) della relativita ristretta.
Percid dobbiamo scegliere # = 0. Abbiamo cosi ottenuto
la metrica di Schwarzschild

-1
do® = — (1 — c) dr?: — r2d02 — r2sen? 6 d? +

2
+ ¢? <1 — c:i:) as. (68.4)

Esercizio. Dimostrare che uno spazio con una metrica di
Schwarzschild ¢ uno spazio di Einstein, ma non uno spazio
a curvatura costante.

69. Moto dei pianeti. Ricerchiamo ora il moto di un
pianeta nel campo gravitazionale del Sole. Consideriamo
il Sole come un punto materiale e il pianeta come una par-
ticella libera la cui massa & piccola e non influenza la me-
trica: la sua linea di universo & allora una geodetica nello
spazio V, con metrica di Schwarzschild (68.4). Le geode-
tiche sono determinate dalle quattro equazioni (26.4), in
cui ora naturalmente sostituiamo s con ¢. Converra omet-
tere una di queste equazioni, in pratica la pitt complessa
che implica la d%/dg?, e sostituirla con la (27.1) che & del
primo ordine ed é soddisfatta lungo le geodetiche. Fatto
questo non avremo pilu bisogno dei simboli di Christoffel

del tipo %a@g . I rimanenti simboli di seconda specie non
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nulli si possono calcolare dalle (67.2) e si trovano per essi

le seguenti espressioni:

%2) 1’ %3) ) _

12 7 y 1144
2

139
39
(335 = —sen 0 cos 6, %235» = cot

1

>

4

"
cr?

§4¢

(1_

2m
&

0.

Da qui le quattro equazioni delle geodetiche risultano essere

»ji—g %Z—: %—senecosﬁ(%:)2 =0,

R
e B el
R AR

Assumiamo che inizialmente il pianeta si muova nel piano
6 = /2. Cioé df/ds e cos 6 sono inizialmente ambedue zero.
Allora la (69.1) ci dice che anche 4%/ds? & nullo. Una ul-

teriore derivazione di questa equazione dimo

stra che 40/

dot si annulla in corrispondenza a ¢ = 0 per ogni ¢. Percio
si ha permanentemente 0 = /2, e le precedenti equazioni

sisemplificano come segue

ey 2 drdb
do® v do do =’
az 2m 2m \~1 dr di
Tcﬁiz?(l—??) ds do
2m ar

2
1"

(=) (Y (1

do

(69.2)

(69.3)

]

dt \2
(*dc) =1

(69.4

)

)
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Possiamo integrare immediatamente la (69.2) e la (69.3)
ed otteniamo

‘)
L (1 — ﬂ) a4, (69.5)

do r | do

dove % e % sono costanti. Eliminando ¢ e ¢ dalla (69.4) e
dalle (69.5) otteniamo

1 (dr\¢ 1 2m c2k2? 1 2m
— (dq,’) e (1 - m) TR T e (1 - 7@) :

Eseguendo ora la sostituzione » = 1/u e derivando l'equa-
zione cosi ottenuta rispetto a ¢ si ha

du ut 3mu?

Per i pianeti del nostro sistema solare, il termine m/c*h? e
molto pit grande di 3mu?/c?. Ma quando trascuriamo que-
st’ultimo termine otteniamo l'equazione di Newton per il
moto di un pianeta. Cosi la prima approssimazione della
soluzione della (69.6) & la soluzione newtoniana # = (m/c*?)
{1 + ecos (y —&)}, dove e & P'eccentricitd dell'orbita el-
littica e £ & la longitudine del perielio. Si pud ottenere una
seconda approssimazione della soluzione nella forma

m
22

{1 + ecos (y — & —AE)}, dove AE = 3m/cth>.

U =

Questo significa che l'asse maggiore dell'orbita ellittica
ruota lentamente intorno al suo fuoco (il Sole). L’incre-
mento di AZ corrispondente alla rivoluzione completa ¢ = 27
& allora 6m2r/cth?. Per il pianeta Mercurio si calcola di qui
Pavanzamento del perielio in 42,9 secondi di grado per se-
colo. Questo si accorda bene con i valori osservati di 43,5
secondi per secolo.
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70. Universo di Einstein. Einstein con considera-
zioni cosmologiche arrivd a considerare I'universo con la
metrica seguente

do? =— (1 — 72|21 drt — r2d0? —r? sen? 0 A2 +-c%dt?, (70.1)

dove # & una costante. Questa metrica & a simmetria sfe-
rica con v =0 e e = (1 — r2/%?). I simboli di Christoffel
di seconda specie si ottengono facilmente dalle (67.2).

Cerchiamo il cammino di un raggio di luce nell’uni-
verso di Einstein. Il cammino deve essere una geodetica
di lunghezza nulla, cosi le sue equazioni sono date da tre delle
quattro equazioni (26.4) insieme con gidxt/du dxi[du = 0.
Cioé¢ abbiamo

@0 2 a0 dr (dq,)z
i ; =0,

Tt A T sen 0 cos 6

@y 2 dy dr ay 49

e T e T2 a =

ax

=0, (70.2)

dove % ¢ un opportuno parametro. Seguendo lo stesso ra-

gionamento del n. 69, si riconosce dalla (70.2) che & possi-

bile assumere per 0 il costante valore w/2. Con questa

scelta le equazioni rimanenti si riducono alle seguenti
dzx.}; 2 dy dr az

T a = ae =0 03

(1 — ) (ZZ )2 (‘;‘I’) S (EJ) — 0. (70.9)
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Integrando la (70.3) otteniamo

a A

du R k, (70.5)

dove % e k sono costanti. Eliminate quindi ¢ e # da queste
equazioni e dalla (70.4) si ottiene

IR

La soluzione di questa equazione &

1,v

02’:2 cen? $—% (70.6)

dove £ & una costante. Si vede immediatamente che 7 rias-
sume il suo valore iniziale quando ¢ & incrementato diw e
che 7 non ¢ mai infinito per qualsiasi valore di . Cosi tutte
le geodetlche di lunghezza nulla, dell’'universo di Einstein,
cioe i raggi di luce, sono curve chiuse. Dalle (70.5) si vede
che dtjdy = (k[h) . Quindi il tempo impiegato da un rag-
gio di luce a fare un giro completo & dato da

T:«:- fﬂg—glm—cosz - +_7 sen? ({ — 5; .

0
A causa della periodicita della ¢ abbiamo

b

E[§1
Tszggzz
0

/2
252 -1
- %k /g% cos? ¢ 'fh]:ﬁ sen? q;} ay
0

£

ed eseguendo 'integrazione si trova T = 2né/c.



TEORIA DELLA RELATIVITA 129

Esercizio 1. Dimostrare che 'universo di Einstein non &
uno spazio di Einstein-né uno spazio a curvatura costante.

Esercizio 2. Provare che 'invariante di curvatura dell’uni-
verso di Einstein & R = 6/%2.

71. Universo di De Sitter. Altre considerazioni co-
smologiche hanno suggerito a De Sitter che I'universo po-
trebbe essere descritto dalla metrica

do? = — (1 — 2/ R%) 1 dr® — 2402 — 72 sen? § AR +
+ (1 — 72/ R2) de2. (71.1)

Anche questa metrica ¢ a simmetria sferica, ma la costante
Z non ha lo stesso valore della corrispondente costante del-
I'universo di Einstein.

I cammini dei raggi di luce sono le geodetiche di lun-
ghezza nulla date dalle equazioni

e 2 dar db

oy
T aw du“sen"“’se(“au) =0,

d2 2 dr d db 4

";z;q;‘ T dfz t2eotbo, Ei* =0 (112

ax 27 dt dr

FZI T e i i il (71.3)

2 2 2
R ta R E B e
ter(—ryay 2V _ g (71.4)
o du | ’

Di nuovo possiamo scegliere 6 = w/2, e con una integra-
zione le equazioni (71.2) e (71.3) divengono
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Eliminiamo ¢ e # tra queste equazioni e la (71.4); otteniamo

allora
(dr|d)? = r2(a?r? —1),

dove a? = c®k?/h% + 1/982. Questa equazione pud essere
integrata immediatamente e da

1/r = acos ( —§), (71.5)

dove £ & una costante. Queste traiettorie corrispondono a
linee rette, esse certamente non sono chiuse, poiché # di-
viene infinito quando ¢ —& = w/2.

Esercizio. Dimostrare che luniverso di De Sitter ¢ uno
spazio di Einstein con curvatura costante 12 | 2.

Soluzione dell’es. proposto al n. 67

e>=1+ar® - bjr; v=~—2, dove a, b e k sono co-
stanti.
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